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PRÉFACE DU TRADUCTEUR. 


Je n’ai pas la prétention de faire l’éloge de la Théorie 


des équations algébriques de M. Petersen, ce Livre est 
connu et apprécié en France, et depuis longtemps on 


en désirait une traduction. 


Sous un volume relativement petit, l’édition française 
que nous publions aujourd’hui contient les matières dé- 
veloppées dans la plupart des Traités d’Algèbre supé- 
rieure, mais il contient, en outre, une théorie des équa- 
tions résolubles au moyen d'équations du second degré 
avec la condition nécessaire et suffisante pour qu’un 
problème de Géométrie puisse être résolu au moyen de 
la règle et du compas; c’est, je crois, le seul Traité 
didactique dans lequel cette question importante se 
trouve traitée ('). Il contient aussi une théorie entière- 


ne) M: PA AE L 
ment nouvelle de la théorie des formes binaires (?), due 





(1) Le Chapitre relatif aux équations résolubles au moyen de racines 
carrées est tout à fait original; il est extrait de la thèse soutenue par 
M. Petersen pour obtenir le grade de docteur en 1871. 

(2) Cette théorie des covariants a été donnée en 1879-1880. 
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à M. Petersen, qui n’existait pas dans l'édition originale 
et qui, bien entendu, n’a encore paru dans aucun Traité 
classique; cette théorie, qui fait l’objet du dernier Cha- 
pitre, sera lue avec intérêt, je l'espère, non seulement 
par les jeunes étudiants de nos Facultés et de nos Ly- 
cées, mais encore par leurs maitres et par les savants. 


Les personnes qui n’ont pas encore lu l’Ouvrage de 
M. Petersen et qui voudront bien étudier dans cette tra- 
duction, remarqueront la simplicité et la clarté de l’ex- 
position qui font le charme de ce Traité d’Algèbre. Pour 
le lire avec fruit, il suffit de posséder les parties les plus 
élémentaires des Mathématiques, avec les quelques no- 
tions de Calcul différentiel enseignées dans les cours de 
nos Lycées qui préparent aux Écoles Polytechnique et 
Normale. Les candidats à ces Écoles trouveront, dans les 
trois premières Parties, le développement des matières 
exigées aux examens d'admission, avec de nombreuses 
applications. [ls y trouveront la démonstration de théo- 
rèmes utiles pour la délimitation et la séparation des 
racines, de nombreuses méthodes d'élimination, de 
curieuses méthodes d’approximation, peu connues en 
France, et cependant fort intéressantes. 


Les élèves forts et qui ne travaillent pas dans le but 
exclusif d'entrer dans une École liront avec intérêt 
la théorie des équations abéliennes et le Chapitre re- 
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latif à l'équation du cinquième degré, où l’impossibi- 
lité de la résolution de cette équation se trouve établie 
par des moyens tout à fait élémentaires; et même, la 
théorie des équations résolubles au moyen d'équations 
du second degré, qui conduit à trouver les conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu’un problème de Géo- 
métrie puisse être résolue au moyen de la règle et du 
compas. 


La quatrième et la cinquième Partie contiennent : 
1° [a théorie des substitutions de lettres et des équations 
algébriques avec l’exposé des recherches d’Abel et de 
Galois; 2° la théorie des formes linéaires, dont nous 
avons parlé plus haut. Ces dernières Parties s'adressent 
plus particulièrement aux élèves de nos grandes Écoles; 
les maîtres même y trouveront l’occasion de s’instruire. 


Je termine en remerciant M. Petersen d’avoir bien 
voulu me permettre de traduire son Traité d’Algèbre et 
de mettre mes compatriotes à même de profiter des 
excellentes choses qu’il contient. 


e 


H. LAURENT. 
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CHAPITRE I. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 


Sur les expressions imaginaires. 


1. Si l’on désigne par à l’expression imaginaire W—1, la 
forme générale d’une quantité imaginaire ou d’un nombre 


complexe sera 
a + bi, 


où a et b sont réels. Si l’on pose 
(1) = Te0S0: DES 


on aura 


(2) a + bi = r(cosû +isin6) 
el 

nes b 
Fo) r= ya?+ b?, tang 0 — sa 


r est le module, il est essentiellement positif; 0 est l’argu- 
ment, (3) donne pour © deux valeurs, mais (1) montre que 
cos à le signe de a et sin? celui de b, et, comme ces signes 
déterminent le quadrant où se termine 0, l'arc compris entre 


o et 2x, dont la tangente est tang@, se trouve bien déter- 
A I 
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miné. En réalité, 0 possède une infinité de valeurs posi- 

tives ou négatives différant entre elles de 2pr, où p désigne 

un entier arbitraire positif ou négatif. Dans la suite, il sera 

sous-entendu que l’on peut toujours ajouter à l'argument ce 

nombre 2p7. On représente encore, pour abréger, la quantité 

qui a pour module r et pour argument 6 par la notation r,. 
Exemples : 


— 1 —= 17; AR Ce VV Den. ml VD dr 
2 TE Cas 

2, L’'imaginaire a + bé peut être représentée par un point. 

Soient O ( /ig. 1) une origine et OX un axe orienté; un point A 


Fig. 1. 
À 
re 
ES à 
TT « 
O A X 


est déterminé quand on donne le rayon vecteur r et l’angle 8 
qu'il fait avec l’axe OX; on peut représenter ce point par la 
notation 75; on voit que les quantités réelles sont représen- 
tées par les points de l’axe OX. On voit aussi que r repré- 
sente en quelque sorte la valeur numérique de 76, et que le 
facteur cosÿ + t sin0 en détermine la direction, il joue le rôle 
d’un signe directif. Les signes + et — désignent deux direc- 
tions opposées sur l’axe OX, de même £ et — c représentent 
les deux directions opposées perpendiculaires à OX. Nous 
allons montrer comment, en généralisant la notion d’addi- 
tion, on peut déduire de ces directions toutes les autres. 

Au lieu de dire que l'imaginaire 7, représente Je point À, 
on peut dire que le rayon orienté OA est représenté par r«. 

Les deux imaginaires a + bi, a — bi sont dites conjuguées; 
elles ont même module, leurs arguments sont égaux et de 
signes contraires, les points qu’elles représentent sont symé- 
triques par rapport à l’axe OX. 
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3. Calcul des imaginaires.— Nous allons maintenant géné- 
raliser la notion d’addition, de manière à obtenir pour les 
imaginaires un calcul analogue à celui des quantités réelles. 
Soit donnée la formule 


(A ba Cat bit) — a tai + (0 hr: 


les points qui représentent les parties de la somme ont res- 
pectivement pour coordonnées a, b et a;, b,, celui qui repré- 
sente la somme, a pour coordonnées «a + a, et b + b,. Ces 
trois points et l’origine des coordonnées sont les sommets 
d'un parallélogramme dont les côtés sont r et r,, les direc- 
tions de ces côtés sont déterminées par les angles 6 et 0,. 
L'’addition se ramène donc à la recherche de la résultante 
de deux droites ayant pour longueurs les modules et pour 
directions les arguments des quantités à ajouter, et l’on voit 
l'interprétation géométrique de ce fait qu'une somme ne 
change pas quand on intervertit l’ordre de ses parties. 

Lorsque la somme de plusieurs imaginaires est nulle, après 
avoir composé les droites qui représentent les parties, on 
revient à l’origine et la figure se réduit à un polygone fermé : 
on peut donc dire que la somme des côtés d’un polygone 
fermé est nulle, si l’on sous-entend que chaque côté repré- 
sente une imaginaire, et qu’il est déterminé en grandeur et 
en direction, ce qui détermine le sens dans lequel le poly- 
gone doit être parcouru. On peut dire aussi que le point final 
représente la même imaginaire quel que soit le chemin par- 
couru. Ainsi la formule (2) montre que l’on arrive au même 
point, soit en parcourant le rayon 7 dans la direction 6, soit 
en parcourant & dans la direction +71 et b dans la direction £. 
Il résulte des considérations précédentes que le module d’une 
somme est moindre que la somme des modules de ses parties, 
pourvu que les parties n’aient pas toutes le même argument. 
Dans ce dernier cas, en effet, le module de la somme serait 
égal à la somme des modules de ces parties. 

La soustraction revient à une addition avec changement de 
signe de la partie à soustraire. 
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La notion de multiplication résulte de la considération de 
la formule 
r(cos0 + :sin0) r,;(cos0; +csin0:) 
= r.r[cos(0 +0,)+zsin(0 +0;)] 


(4) TG 19, = (rr1)p4 0 


On voit que le module d’un produit est égal au produit des 
modules de ses facteurs, et que son argument est égal à la 
somme des arguments des facteurs. 

La multiplication par un facteur revient ainsi à une multi- 
plication par le module de ce facteur (dans le sens ordinaire 


du mot multiplication), suivie d’une rotation égale à l’argu- 
ment de ce facteur. Soient À et À, ( /ig. 2) les points qui re- 





présentent les facteurs, B le point qui représente l’unité +17, 
et P celui qui représente le produit; on voit facilement que le 
triangle OBA est semblable à OA, P. 

Ainsi le triangle, formé par l’unité et l’un des facteurs, est 
semblable au triangle formé par l’autre facteur et le produit. 
Le produit est formé avec le multiplicande comme le multi- 
plicateur est formé avec l’unité. 

L’échange des points A et À, fournirait encore des trian- 
gles semblables; c’est l'interprétation géométrique du théo- 
rème relatif à la possibilité de l’interversion des facteurs. 

Exemple : 


(—1)(—2)= 17.27 = 22n = 2, P—Irir=Ir=—I. 
2. 22 
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La division se ramène à la multiplication. Quant à l’éléva- 
tion aux puissances et à l'extraction des racines, elles don- 
nent lieu aux formules (7 étant un entier positif) 


(ro) = rn0, 
5 LE ar 7è 
G) Re (W7 )6. 


Dans le second membre de la dernière formule, on doit sup- 
poser à 0 des valeurs de la forme 9+ 2pr, et des valeurs dif- 
férentes de p pourront fournir des solutions différentes. 

Dans la suite, on fera usage d’exposants fractionnaires, 
lorsqu'on suppose toutes ses valeurs à une racine, au con- 
traire, on fera usage du signe radical, lorsque l’on voudra 
représenter une valeur bien déterminée; ainsi on aura 

1 


(6) Hire (Vr )apr+0, 


où p doit recevoir les valeurs o, 1, 2, ..., (n—1). p=n 
donne le même résultat que p=0; p—n+ ax donne le même 
résultat que p — «. Ainsi le nombre des valeurs réellement 
distinctes de (6) est 2; et, comme leurs directions partagent 
l’espace en x parties égales déterminées par les directions 

0 ) Ar 0 2T 


— 9 — + — CHCTON: — (2 —1) —;) 
It 72 10 Iè He 


1 
(r,)° aura au plus deux valeurs réelles données par les for- 


mules _ 
ST HE 0 2pT + 0 
n : n 


Te 


Dans le premier cas, on a 0 — 0, p —0; dans le second cas, 
on a Ü—0 et2p=n ou 0—#r et 2p+1—n. Sir, est imagi- 
naire, ses racines sont imaginaires; s’il est positif, une racine 
sera positive, l’autre négative si » est pair; une seule racine 
sera positive, si 2 est impair. 

Enfin, si 7, est négatif, une racine sera négative si x est 
impair, et toutes les racines seront imaginaires si » est pair. 
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En combinant les résultats précédents, on obtient des théo- 
rèmes analogues au sujet des exposants négatifs et fraction- 
naires 





Si la fraction : peut être réduite à une plus simple expres- 
S 


sion, l’expression de (ra) peut se simplifier également. 


Exemple I : 


le 


RD 2 
te) ; FEAT, 0 — =T; 
2 we) 
les trois valeurs de cette expression sont 
Cos40° + 1 sin40°, Cos 160° + z sin 160°, cos 280° + z sin 280°. 


Exemple IT : 


À] ”. 
(—8), r=8 Vr=s2, Ô—xr; 


1 
les valeurs de (— 8) sont 


2% 2x Ct 25% OU 1-1 V3 0 2 OL 7 08 
3 è 


Nous allons maintenant appliquer la théorie précédente à 
des considérations géométriques. 
On sait que l’expression 


Lo — Li É DE nt” 17 
L3— La 4 Li T3 


. . I I 
reste invariable quand on remplace æ,, æ2, æ3, æ, par ar TT 
122 


1 I L Fr . . . V4 L4 
ETES Supposons les quantités x imaginaires et représentées 
3 L 


% 


par les points À,, À, A;, A, (/ig.3). Alors x,—x, sera représenté 
en grandeur et en direction par A, A,. Si l’on parcourt les seg- 
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ments analogues dans l’ordre A;, A,, A3, À,; si l’on désigne 
leurs modules par 7, r,, rs, r,, et leurs directions par de 


7 ni? à 
NS 


grandes lettres, X désignant la direction des quantités posi- 
tives, on aura 


He RE V1 (RRE): 
Le rapport considéré devient alors 
PA (NB) OA CXR: }t 
ra(XR2) rs (XR3)7 


il a pour module 
rir3 





Tor, 


et pour argument 
(XR:) + (ReX) + (R,X) + (XR3) = (R2R1) + (R Rs). 


Ainsi le module de notre expression est le rapport des pro- 
duits des côtés opposés du quadrilatère A, A,A,A,, et l’argu- 
ment de cette expression est la somme des angles opposés 
(et extérieurs); ces grandeurs restent inaltérées après la 


. . . à I 
transformation, qui consiste à remplacer x par = ou ry par 


I ; ! 
(:) p° si — 6 se change en 6, le point correspondantse change 
en son symétrique par rapport à l’axe des quantités positives; 


cela revient à changer la direction dans laquelle on compte 


les angles positifs; on obtient alors G), Notre proposition 


7 
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= 

changeons — 8 en 6, de telle sorte que le produit des distances 
des deux points correspondant à l’origine soit égal à un. Les 
deux points en question sont alors éransformés l’un de l’autre 
par rayons vecteurs réciproques. Nous venons donc de dé- 
montrer par l’Algèbre que, par une transformation par rayons 
vecteurs réciproques des sommets d’un quadrilatère, on n’al- 
tère pas le rapport des produits des côtés opposés pendant que 
la somme des angles opposés change son signe. Il est d’ailleurs 
indifférent que le quadrilatère soit concave ou convexe. 


; Me J ; 
a donc encore lieu si l’on remplace r9 par ( )y et Si nous 


Fonctions rationnelles entières. 


k. Etant donnée la fonction entière 
(1) f(z) = ÂApzm+ Ajzm-1 4, , + À, 3, 


‘ on peut toujours choisir le module 7 de 3 assez petit pour 
que le module de f(z) devienne et reste plus petit qu’une 
quantité donnée KR. 

En effet, soit a le plus grand module des coefficients de 

f(z), on aura 


€ p — pmnm+l 
mod f(z) <a(rnm+rm1+,. +7) ou Sn: are 
— FF 





? 


BL SI re uI 





mod f(z) < 


ar 
2 
Te de 


et f/(z) aura un module inférieur à KR, si l’on prend 


R 





Il résulte de là que, dans la fonction 
z2+ P, 


où P désigne une fonction entière dans laquelle les expo- 
sants de z sont supérieurs à =, on peut choisir le module 


Er. n Ô 
de 3 assez petit pour que mod — puisse être rendu plus petit 
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qu'une quantité donnée; si l’on change 3 en -; on voit, par 


suite, que l’on peut prendre le module de 3 assez grand pour 
que 


zn 


mod FT 


puisse surpasser toute quantité donnée, P désignant un poly- 
nome dans lequel tous les exposants de 3 sont inférieurs à ». 


5. Une fonction entière et rationnelle de z est continue (1). 


Jf(s) est continue si, z étant quelconque, on peut prendre 
mod, tel que pour toutes les valeurs de À du module moindre 
ou égal, le module de la différence 


JCs+ 0h) —Jf() 


devienne moindre qu’une quantité donnée si petite que l’on 
veut. 
Cette différence, développée par la formule de Taylor, 


donne 
l2 Jim 


terre + f"(3) Er ee + fn(2) LEURS à 


162 1.2... 


et celte expression, comme on vient de le voir, peut être 
rendue aussi petite que l’on veut en choisissant mod con- 
venablement. 

Il résulte de là que, si f(z) est à coefficients réels, et si 
cette fonction prend des valeurs de signes contraires pour 
deux valeurs de z, elle doit s’annuler pour une certaine 
valeur de z comprise entre celles-ci. 


6. Une fonction entière réelle de deux variables réelles x 
et y né peut changer de signe quand x et y varient d’une 
manière continue sans passer par zéro. 


Dans le cas contraire, la fonction en un certain point de- 
vrait passer brusquement d’une valeur positive à une valeur 


(*) Cela résulte aussi de ce qu’une pareille fonction a une dérivée bien déter- 
minée pour chaque valeur de la variable. 
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négative ou inversement, de telle sorte que 
fx+hr+k)—f(x,r) 


ne pourrait pas devenir moindre qu’une quantité donnée 
pour des valeurs suffisamment petites de k et Æ; cela est im- 
possible, car cette différence peut s’écrire 


JC + y +R) —f(z+k, 7) + fe +7) — fa, 7), 


et il résulte de ce que nous avons dit plus haut que chacune 
des deux différences dont se compose l'expression précé- 
dente peut être rendue aussi petite que l’on veut, la pre- 
mière en prenant #, la seconde en prenant À suffisamment 
petit. 

La courbe dont l'équation est 


J(x, 7) = 0 


partage le plan en régions finies ou infinies; si l’on considère 
deux points, si l’on substitue les valeurs de leurs coordon- 
nées dans f(x, 7), et si l’on obtient des résultats de signes 
contraires, on ne pourra passer d’une manière continue de 
l’un à l’autre sans traverser la courbe. Les régions du plan 
seront regardées comme positives ou négatives par rapport 
à la courbe, suivant que les coordonnées des points de ces 
régions substitués à la place de æ et y rendront f(x, y) 
positif ou négatif. Pour passer d’une région positive à une 
région négative, il faut traverser la courbe un nombre impair 
de fois; pour passer d’une région positive à une région posi- 
tive, il faut la traverser un nombre pair de fois. Si l’on tra- 
verse un point où se coupent deux branches de courbe, il 
faut compter le passage par un tel point comme un double 
passage. 

Comme on peut supposer f(x, y) écrit avec un signe quel- 
conque, le signe d’une région est arbitraire, mais on peut 
convenir d'écrire f(x, y) de telle sorte que le terme qui ne 
contient ni æ ni y soit positif. De cette façon, l’origine sera 
dans la région positive et les signes des autres régions seront 
déterminés. of 
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7. Si l’on considère deux courbes À —=0o et B—=o, leur 
ensemble partagera le plan en régions où le produit AB sera 
ou positif ou négatif, suivant que À et B y auront le même 
signe ou des signes contraires. Considérons un point d’inter- 
section des deux courbes ( 3. 4), et décrivons autour de ce 





point une petite courbe fermée; son périmètre sera partagé 
par les branches des courbes À — 0, B — o en quatre parties. 
Parcourons la petite courbe et déterminons en chacun de ses 
points la valeur de AB ; toutes les fois que AB s’annule, son 
signe change et l’on franchit une branche du nœud. Appe- 
lons les portions de la petite courbe, parties positives ou 
négatives suivant que sur ces parties AB est positif ou 
négatif; deux parties opposées seront positives, les deux 
autres seront négatives; chaque fois que l’on traverse une 
branche du nœud, on passe d’une partie positive à une partie 
négative ou inversement. Si l’on effectue le parcours dans 
un sens déterminé, on rencontre deux espèces de points 
d’intersection : ceux où, en traversant la courbe A, on passe 
du positif au négatif; ceux où, en traversant la courbe A, on 
passe du négatif au positif. On trouve un exemple de ces 
points dans l'intersection de deux cercles. 

Si, pour chaque point d’intersection des courbes A et B, on 
fait la différence du nombre de fois où, dans un parcours au- 
tour de ces points dans le sens positif, on traverse la courbe A 
en passant du positif au négatif, et où on la traverse en pas- 
sant du négatif au positif, on trouve + 2 pour certains points 
et — 2 pour d’autres, les uns seront appelés de première es- 
pèce, les autres seront de seconde espèce. Si l’on ajoute toutes 
ces différences, on obtient un nombre qui est le double de la 
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différence À entre les nombres de points de la première et de 
la seconde espèce. Ce nombre est celui que l’on trouverait si 
l’on parcourait une courbe fermée renfermant, dans son inté- 
rieur, tous les points d’intersection des courbes A et B. En 
effet, en déformant une pareille courbe, l’ordre dans lequel 
elle rencontre À et B ne peutse modifier qu’en passant par un 
point d’intersection de À et B, et en quittant un pointoüelle 
touche A ou B. Elle gagne où elle perd alors deux points d’in- 
tersection avec ces courbes (3. 5). Ces derniers points n’ont 


F0 00: 


pas d'influence sur la valeur de la différence considérée, car 
ils se suivent immédiatement; si ce sont des intersections 
avec B, ils ne comptent pas; si ce sont des intersections avec 
À, ils ne changent pas la différence, parce que, une fois, on 
passe du négatif au positif, et une autre fois du positif au né- 
gatif. 

Puisque deux semblables points, pris simultanément, n’ont 
pas d'influence sur les autres points d’intersection, ils ne peu- 
vent modifier la différence A dont nous nous occupons. Celle- 
ci ne peut donc changer que quand on passe par un point 
d’intersection de A et B. 

Considérons une petite courbe fermée ( /ig. 6), ne coupant 


Fig. 6. 





ni À et B, et pour laquelle la différencæ A est nulle; agran- 
dissons cette courbe jusqu’à ce qu’elle touche une des petites 
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courbes décrites autour d’un point d’intersection de A et B, et, 
à ce moment, adjoignons-lui cette petite courbe; la différence 
croîtra de +2 ou —2, suivant que l’intersection sera de pre- 
mière ou de seconde espèce; on peut donc énoncer le théo- 
rème suivant : 


Étant données deux courbes À, B, si l’on parcourt une 
courbe fermée dans un sens déterminé, la différence du nombre 
des points de première et de seconde espèce contenus à l’inté- 
rieur de cette courbe est la moitié de la différence du nombre 
de fois que l’on passe du positif au négatif et du nombre de 
Jois que l’on passe du négatif au positif, en traversant la 
courbe À. 


S'il n’y à que des points d’une seule espèce, on peut déter- 
miner ainsi le nombre des points réels d’intersection des 
courbes À et B contenus dans un contour fermé. Le théorème, 
du reste, est vrai quelque rapprochés que soient les points 
d’intersection, et, si plusieurs sont confondus, il a encore lieu 
en comptant chaque point autant de fois qu’il renferme d’in- 
tersections confondues. 


Nombre des racines d'une équation. 


8. Considérons une équation du degré x 
(1) fs) = Aoz+ Ayzti+...+ A, =o, 
à coefficients réels ou imaginaires; posons 
3=X+Yi, 


æ et y désignant des nombres réels; en séparant les parties 
réelles et imaginaires, on à 


(2) DOEEr:) — À CDr, 


A et B désignant des fonctions réelles de x et y; la condition 
nécessaire et suffisante pour que x + yésoit racine de l’équa- 
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tion (1) est que l’on ait 
(9) AD; D-10; 


les racines seront donc représentées par les points d’intersec- 
tion réels des courbes À et B : nous les appellerons points 
racines (1). 

Maintenant appliquons à ces courbes le théorème démontré 
tout à l’heure. A cet effet, décrivons un cercle assez grand 
pour contenir toutes les intersections des courbes À et B, si 
elles se coupent; divisons l’équation (1) par A,, elle prendra 
Ja forme 
(4) ZU a, Ti. 0; 


et, en posant s—x+ yi—r(cos0 +isin0), 


(53) À = rc0o8n0 + ar—1cos[(n —1)8+v|+...=0, 


(6) B= 72 sin20 + arn-1 sin[(n —1)9+v]+...=0o, 


on peut prendre le rayon r du cercle assez grand, pour que 
les premiers termes de (5) et (6) donnent, avec une approxi- 
mation aussi grande que l’on veut, les points d’intersection 
des courbes avec le cercle; on a alors 


Cos20 — 0, sin 0 = 0, 
d’où 
pe PERD ER r pa 


? 
2 /è I 


(*) Les courbes À et B ne sont pas quelconques, elles dépendent l’une de 
l’autre; on a en effet, en différentiant, 





, RAR ODe 
SCPI EÉ 
1; pe LC PR) 
RAT En re 


d’où l’on tire 
0B OA OA __0B 


dx dy 0x 0 
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Les points d'intersection avec le cercle des courbes A et B, 
à mesure que le rayon du cercle croît, tendent donc à partager 
la circonférence en 4n parties égales, et ces points se suivent 
alternativement; la différence A, considérée plus haut, du 
nombre des points de première et de seconde espèce est donc 
2n, il y à donc au moins » points d’intersection contenus 
dans le cercle. Donc 


Une équation de degré n a au moins n racines. 


JSHarésbune racine de.f(z)—0,letpolynome f{(z)est 
divistble par 3 — «;. 


En effet, on peut poser 
J(&)={—-m)Q+R, 


Q désignant une fonction entière, et R un nombre indépen- 
dant de z. Cette identité doit avoir lieu pour 3 — «,, et l’on a 


RE 0: 


car R ne contient pas z, et il ne change pas en remplaçant z 
par œ. 

Soit « une autre racine de l’équation, elle doit annuler 
(3 — «,)Q et par suite Q, donc 


Q = (z— %42)Q:, 
donc 


fG)=(z—%)(z—a)Q, 


et ainsi de suite. 

Inversement, on voit facilement que & est racine de f(z:)=0 
quand (3— x) divise f(3). À chaque racine de ÿ (3) corres- 
pond donc un facteur de f(z) de la forme 3 — «, et récipro- 
quement. Comme un polynome du degré n ne peut avoir plus 
de z facteurs du premier degré, une équation de degré » ne 
saurait avoir plus de » racines. £n combinant ce résultat 
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avec le n° 8, on voit qu'une équation de degré n a n ra- 
CITE EN 
Si l’on appelle &;, &, ..., &, Ces racines, on à 


(7) f(z) = Ao(z— 1) x)... (5 —0»), 


où À, est le coeflicient de z” dans f(:). 


10. On a supposé, dans la démonstration du théorème pré- 
cédent, que les points d’intersection de À et B étaient simples, 
c’est-à-dire tels qu’une petite courbe tracée autour de chacun 
d’eux ne rencontrait chacune des courbes A, B que deux fois 
seulement. Si cela n’avait pas lieu, on ne trouverait n racines 
qu’en comptant chaque semblable point pour autant de fois 
qu'il y a de doubles passages du signe + au signe —. Nous 
allons revenir sur ce cas. 

Prenons pour origine un point racine z —a@; = —0o doit 
satisfaire à l'équation, elle a donc la forme 


(8) ayz + by,32+...=0, 

et l’on a 

(9) À = ar Cos(0 + 0) + br? cos(20 + v;) +...— 0, 
(10) B—arsin(0 +v0)+br2sin(20+0)+.,..—0; 





(*) On voit que les points racines doivent être des points de même espèce, de 
sorte que le théorème énoncé plus haut peut servir à déterminer le nombre des 
racines contenues dans un contour donné (théorème de Cauchy); on peut mon- 
trer que les deux espèces de points d’intersection pour les courbes A et B sont 
tels qu’il faut traverser Ja courbe 


A 0B DA 0B 
dx dr Ôy Sr 


un nombre impair de fois pour aller d’un point d'une espèce à un point de 
l’autre espèce. Cette courbe n’a pas de branche réelle, car à l’aide des équations 


de la note de la page 14, le premier membre de son équation se change en une 
somme de deux carrés. 
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pour une petite valeur de 7, on n’a besoin de considérer que 
les premiers termes. Tant que «a n’est pas nul, chacune des 
courbes À et B ne coupe le petit cercle de rayon 7 qu’en deux 
points déterminés par les équations 


Cos(0 + v) — 0, sin(0 + vd) = 0, 


et l’on a affaire à un point d’intersection ordinaire. Si, au 
contraire, a — 0, les points d’intersection du cercle avec A 
et B seront donnés par 


cos(20+v;)=0 et Sin(20 + 0) — 0, 


d’où il suit que chaque courbe possède en ce point un point 
double, et le petit cercle les coupe en 8 points, chaque équa- 
tion donnant 4 valeurs pour 0. Un pareil point augmente la 
différence À de Æ 4 et compte pour deux points racines. En 
général, un point devra compter pour p points si l’équation 
a pour premier terme un terme en z? ou quand son premier 
membre est divisible par z?; dans ce cas f(z) est divisible par 
(z— a)? et le théorème que nous avons démontré n’est vrai 
que si, f(z) étant divisible par (3 — x)?,on compte la racine « 
comme équivalant à p racines. On dit alors que l’équation 
a p racines égales à «, ou que «x est une racine multiple 
d'ordre p. 


11. Deuxième démonstration de ce théorème que toute 
équation de degré n a n racines (démonstration d’Argand, 
aussi appelée démonstration de Cauchy). 

Il suffit de démontrer que toute équation a une racine, 
car on peut écarter cette racine par la division du premier 
membre de l’équation par un facteur du premier degré, on a 
alors une équation de degré moindre qui admet une racine, 
et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on arrive à une équation du 
premier degré qui à une seule racine; on a ainsi déterminé 
successivement x racines dans le cas où l’équation est de 
degré 7. 

DE 


D 
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Pour établir que l'équation 
J(z) = 0 


a au moins une racine, nous chercherons à la vérifier pour 
une valeur 

20 = lp. 
Si 3, satisfait à l'équation, ce sera, une racine, sinon f(z) 
prendra pour :—=%, une valeur Z, de module R; mais on 
peut montrer que, en modifiant légèrement r et ©, on peut 
faire acquérir à /(z) un module inférieur à R, si R n’est pas 
nul. Si l’on remplace 3, par + L où 

l = Pw; 
on à 


: | lp É Ap+1 
J(z0+ 4) io) AE sfr Sera rest AO, 


où p peut être 51, plusieurs dérivées pouvant être nulles. On 
a alors 
(so + he) 
J(20) 
B étant divisible par une puissance de p supérieure à p, en 
posant 


=1+ C,p?[cos(pw +a,)+isin(pw + a,)] + B, 


fP (20) : se 
pl f(&0) = CL(COSah + à SINnxp). 
Si l’on choisit w de telle sorte que po +x,;—=T,ona 
COS(PW + ap) =—1, sin(pPw +4») —=0 
et | 
Co + A) 


————— =1—-C,oP+B 
J(2) A 7 

où B, est la valeur que prend B pour la valeur assignée à w. 

Le terme — C, p? est négatif et, pour de petites valeurs nu- 

mériques de p, supérieur au module de B, : on peut donc 

prendre w et p tels que 


150 + 2) 
f(20) 


mod <1i où mod f(z0+ 2) < mod f(2). 
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Le minimum de R est donc zéro et le théorème est dé- 
montré. 

On pourrait cependant objecter que R, en décroissant, 
pourrait tendre vers une limite différente de zéro sans l’at- 
teindre; mais, si l’on considère les valeurs de R correspon- 
dant aux valeurs finies de 3, il y en aura une qui sera 
minima; mais cela est impossible, comme on l’a vu, si cette 
valeur minima n’est pas nulle. Il reste donc à montrer que = 
ne croît pas indéfiniment quand R tend vers zéro. Or, cela 
n'a évidemment pas lieu puisque /(:) croît indéfiniment 
avec 3. 


Racines conjuguées des équations à coefficients réels. 


12. Sci la quantité imaginaire a + bi est racine d’une 
équation à coefficients réels, a — bi est également racine de 
cette équation. 

En effet, on a, en désignant par f(3) un polynome entier 
et par a + bc une racine de f(z) — 0, 


fG)=[z—(a+bi)]Q, 


Q désignant un polynome entier. Comme f(3) ne contient 
pas &, & doit disparaître du second membre après que l’on y 
aura effectué la multiplication, ce qui ne peut avoir lieu que 
si les exposants de £ sont tous pairs, et alors son expression 
ne doit pas changer quand on remplace & par — 7; il en 
résulte que 


J(z)=[s—(a—bi)]Qn, 


où Q, est entier et ne diffère de Q que par le changement de 
ten — 1; on voit donc que f(:) est divisible par z — (a — bi) 
ou que a — bt est également racine de f(:) = 0. 

Les racines imaginaires d’une équation à coefficients réels 
sont donc en nombre pair et les facteurs imaginaires du pre- 
mier degré d’un polynome entier à coefficients réels sont, par 
suite, également en nombre pair. 
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En groupant deux facteurs imaginaires conjugués, on ob- 


tient le facteur réel 
(z— a}? + b?, 


On voit donc qu’un polynome entier à coefficients réels peut 
se décomposer en facteurs réels du premier et du second 
degré. 


Détermination de la racine commune à deux équations. 


13. Si les deux équations f(z) —0 et F(z) —0o ont les 
racines communes à, b, c, ..., f(z) et F(z) auront le fac- 
teur commun (3—a)(z3—b)(z3—c)... et vice versa. 
Comme on peut toujours obtenir, par des méthodes con- 
nues, le facteur commun à deux polynomes, on pourra tou- 
Jours trouver une équation ayant pour racines les racines 
communes à deux équations données. Des équations ayant 
des racines communes pourront donc toujours être rempla- 
cées par d’autres de degré moins élevé. Si, par exemple, 
o(z) est le plus grand commun diviseur de f(z) et F(z), 
l'équation (3) — 0 aura pour racines les racines communes 
à f/(z) — 0 et F(z) —0o. Les autres racines de ces équations 
satisferont aux équations 


JG) 4 F(z) 
?(2) p(z) 








Si les équations données avaient des racines multiples 
communes, o6(z) —0o admettrait ces racines avec leur plus 
petit degré de multiplicité. Si, par exemple, f(3) est divi- 
sible par (3— x}? et F(z) par (3—ax)+4, o(z) l’est par 
(3— x)?, F(3):0(2) et o(z) auront donc encore des racines 
communes et leur degré pourra être encore abaissé, etc. 

Une équation f(3) —o à coefficients numériques ration- 
nels est dite irréductible quand f(3) ne peut pas se décom- 
poser en facteurs à coefficients rationnels. Cette notion peut 
être généralisée; si l’on regarde certains nombres irration- 
nels comme donnés, adjoints, comme l’on dit, on peut les 
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considérer comme rationnels. L’équation 3? — 3 —o est alors 
irréductible dans le sens primitif du mot, mais elle devient 
réductible après l’adjonction du radical ÿ3 : le domaine de 
rationalité ordinaire est alors étendu, comme l’on dit, à V3. 

Si les coefficients contiennent des irrationnelles, il faut les 
considérer comme adjoints. 

Si les coefficients contiennent des lettres, on doit les con- 
sidérer comme des quantités rationnelles. Des fonctions irra- 
tionnelles de lettres peuvent être adjointes. Ordinairement, 
quand les coefficients contiennent des lettres, on adjoint 
toutes les irrationnelles numériques. 

Comme (3) est rationnel quand f(2) et F(z) le sont eux- 
mêmes, on voit que deux équations sont réductibles, quand 
elles ont des racines communes; cependant il pourra arriver 
que f(:) divise F(z) et que o(z) = f(3); dans ce cas f(3) —0 
pourrait être irréductible. 

Il résulte de là que, quand une équation admet une racine 
d’une équation irréductible, elle les admet toutes. 


Condition pour que deux équations aient des racines communes. 


1%. Proposons-nous de trouver la condition nécessaire et 
suffisante que doivent remplir les coefficients de deux équa- 
tions, pour qu'elles aient des racines communes. 

Soient les équations 


(1) f(3) = SN + az 1 + az 2 +. ..+ An = 0, 
(3) 


(2) Ji 


Si ces deux équations ont une racine commune, f(z) et 
f1(z) ont un diviseur commun; si l’on cherche le plus grand 
commun diviseur de f(z) et /,(z), on finit par trouver un 
reste qui n’est fonction que des coefficients des deux équa- 
tions; soit V ce reste, d’où l’on a éliminé les facteurs intro- 
duits pour faciliter la division s’il y a lieu. 


= Zn + b\z"- l + bazm—2 Ain vins Dm 0e 


(3) V0 
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sera la condition nécessaire et suffisante pour que nos équa- 
tions aient une solution commune, le reste qui précède a la 


forme 
V: Z —+ Va ; 


s’il est identiquement nul, les polynomes f et f, ont un fac- 
teur commun du deuxième degré, et les équations proposées 
ont deux racines communes; la condition pour que les équa- 
tions en question aient deux racines communes est donc 


(4) V0 Vs —,0, 


et ainsi de suite. 


15. Lagrange a mis ces équations de condition sous une 
forme différente. Supposons un des coefficients des équa- 
tions a variable, les autres restant constants; quand a varie 
d’une manière continue, on peut admettre que les racines 
varient également d’une manière continue (1); demandons- 
nous quel accroissement À il faut donner à « pour que l’équa- 
tion (1), dans sa nouvelle forme, ait une racine commune 
avec (2). Si dans V on change «a en a + À, cette expression 
devient 


av d'V A2 


Si la quantité a est déterminée de telle sorte que les équa- 
tions (1), (2) aient une racine commune, on à V — 0; si, 
pour a + À, on a encore une racine commune, on à, en outre, 
V,= 0 l'accroissement À est alors donné par la formule 


a; NV 2 BV 7/3 


+ + —— 
da da? 1.2 da 1.2.3 


(6) 


Si l’on remplace dans (1) z par toutes les racines de (2), 
a reçoit, pour chacune d’elles, une valeur correspondante qui 
satisfait à (1), et à chacune de ces valeurs de a correspond, 


(:) Cela résulte de l'existence des dérivées des fonctions implicites. 
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dans (6), une valeur de 2. Ces m valeurs de À correspondent 
chacune à une racine de (2). D'un autre côté, deux équations 
(1), qui correspondent à des valeurs distinctes de a, ne peu- 
vent avoir de racines communes (excepté si 3 —0, Cas que 
l’on peut laisser de côté). Si alors, pour une valeur de a, 
q racines de l’équation (2) satisfont à (1), g des racines 
de (6) doivent être nulles. Donc la condition nécessaire et 
suffisante pour que q racines de (2) satisfassent à (1) est 

dv dV ATEN 


(TIMEVE= 0: — = 0, D RICE Fa STE ml 
en sous-entendant que z = 0 n’est pas racine. | 

Ces équations sont équivalentes à celles qui ont été trou- 
vées plus haut si les qg racines sont distinctes; si æ& était plu- 
sieurs fois racine de (2), il n’a besoin que d’être racine 
simple de (r) pour que les équations (7) aient lieu. On voit 
que, au lieu de supposer «& égal à l’un des coefficients de (1), 
on pourrait le supposer choisi de telle sorte que les coeffi- 
cients de (1) soient fonctions linéaires de ce paramètre; cette 
équation serait alors de la forme À + aB —0o et, d’après ce 
que l’on a vu plus haut, il faudrait supposer que A et B n'ont 
pas de facteur commun. 


Racines égales. 


16. Toute quantité p fois racine de f(z) — o est exactement 
racine de f{{(z)=0. 

Soit, en effet, « une racine d'ordre de multiplicité p de 
p —1 fois f(z) —0, alors on a 

fs) =(z— a), 
où Q n’admet plus le facteur (3 — &). On entire 
f'(z) = p(z — a)r-1Q +(3—a)r0 
=(3—a)?-1[pQ +(z—ax)Q"]. 

Q" désignant la dérivée de Q; f'(z) est donc divisible par 
(z — «)?—" et n’est pas divisible par une puissance plus élevée 
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de z — a, puisque pQ n’est pas divisible par z — oc. « est 
donc racine d’ordre de multiplicité p — 1 de f'(z). 

Désignons maintenant par P, le produit des facteurs sim- 
ples de f(z), par P, le produit des facteurs doubles pris une 
seule fois, etc., en sorte que 


HSE APS RSR 
HAUTE PP 2120; 


Q désignant les facteurs de f'(z) non contenus dans f(z): 
le plus grand commun diviseur de f(:) et f'(3) sera 


Ci) = Pr, 
d’où 





D = PhPoPr ee = f1(3). 


.—_— 


En appelant w,(3) le plus grand commun diviseur de o(z) 
et de o'(z), on trouve, en divisant o(z) par oi(z), 





(2) colons 
donc f 
1(3) 
Le — P,, 
22) Ù 


On a ainsi l’expression 
P; —= O 


de l'équation à laquelle satisfont les racines simples de 
{(z) =. Cette équation est, en général, irréductible. Pour 
déterminer P,, on a 

(2) = PPT 


et si w,(z) est le plus grand commun diviseur de vw,(z:) et de 
p,(:);, on a 
fe RP ie), 


d’où l’on tire 
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En continuant ainsi, on a successivement 
5 — O, Pa O, PE O0: 


et la résolution de ces équations fait connaître les racines de 
f(z) = 0. On ne saura pas toujours résoudre ces équations, 
mais en tout Cas, él est toujours possible de remplacer la ré- 
solution d’une équation qui a des racines multiples par la ré- 
solution d’autres équations qui n’ont que des racines simples et 
lesquelles entrent à un méme degré de multiplicité dans 


AD: 
Expression des coefficients en fonction des racines. 
17. La forme la plus générale de l’équation du degré n, 


quand on divise le premier membre par le coefficient de s”, 
est 


(i) fCz) = 20+ az 1 + az... + Qn_13 + An = 0, 
et si l’on désigne par 1, ©, ..., ©, Ses racines, on à 
(2) JC) =(z—u)(3—0)...(3— a). 


Si l’on effectue le produit indiqué dans le second membre de 
cette équation, et si on l’identifie avec le développement de 
f(&), on obtient les formules 


CRAN EE D no Of) 
A2 Maz +... + An-1 An = A, 
(3) { Ayo A3 FA Lo +. + An 9o An—1An = — A3, 
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CHAPITRE IL. 


RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS ET LES RACINES. 


Fonctions symétriques des racines. 


18. Une fonction de plusieurs variables est dite symétrique 
quand elle reste invariable lorsque l’on permute deux de ces 
variables d’une facon quelconque. Nous ne considérerons dans 
la suite que des fonctions symétriques rationnelles. Quand 
une expression de forme non symétrique ne change pas de 
valeur, quand on y permute les lettres qu’elle renferme, pour 
des valeurs déterminées de ces lettres, on peut lui donner 
une forme symétrique. Ainsi, par exemple, 


a + 30, 


pour a=1et b—2, ne change pas de valeur quand on per- 
mute a et b; on peut l'écrire sous la forme symétrique 


Ed 


= (A+ 3b0+b2+3a). 


D'une manière générale, si o ne change pas de valeur, en 
permutant certaines quantités données, et si, par les permu- 
tations de ces quantités, elle prend les formes o,, o:, ..., o,, 
on peut poser 


I 
Ar ITR THE On), 


et o prend la forme symétrique. 


Une fonction quelconque symétrique des racines d’une 
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équation peut s'exprimer rationnellement en fonction des 
coefficients. 


Dans le cas où la fonction est fractionnaire, on peut la 
mettre sous une forme telle que le numérateur et le dénomi- 
nateur soient symétriques. Si, en effet, on considérait la frac- 
tion réduite à sa plus simple expression 

o(X1, T9. ni 


(ai, Ty di 





et si les deux termes n'étaient pas des fonctions symétriques, 
il y aurait deux valeurs +, et æ,:, qui, en s’échangeant, laisse- 
raient inaltérée la valeur de la fraction, tandis que les valeurs 
du numérateur et du dénominateurse trouveraient changées. 
Mais cela est impossible, car il en résulterait deux fractions 
égales, capables de devenir infinies pour des valeurs de x, 
%3, ... qui ne seraient pas les mêmes. 

On peut donc, si l’on veut, ne considérer que des fonc- 
tions symétriques entières. Considérons un terme d’une telle 
fonction, et permutons les racines qui y entrent detoutesles 
manières possibles : les résultats devront entrer dans la fonc- 
tion symétrique et leur somme sera symétrique; les autres 
termes peuvent être traités de la même façon. 

Considérons, par exemple, une équation du troisième degré 
ayant pour racines æ1, Æ2, Æ3. Si, dans une fonction symé- 
trique des racines, il entre le terme x,x°x,, il doit aussi y 
éntrEmIeSttermesr, LT, Tir L, etlOonaura.à considérer 
la fonction 

Li 23 T3 + La Li La + WiX8 Lo, 
qui peut s’écrire 
Li LaT3( Li + La + La), 

et l’on à alors affaire aux fonctions æ, 4,3 et ti + La + X3; 
en réalité, on aurait dû obtenir six termes, car le nombre des 
permutations de trois lettres est 6; mais le terme considéré 
est lui-même symétrique par rapport à deux racines : il n’y a 
pour cette raison que trois permutations donnant des résul- 
tats différents. 
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Ainsi, une fonction symétrique, qui ne peut pas être dé- 
composée en fonctions plus simples, est déterminée par un 
seul de ses termes; on la représente par ce terme, précédé 
du signe À; par exemple, pour une équation de degré n, 


ZT Lo —= Lilo L1L3 + T1 LES CR En pe Tn—1ln; 


5 — 2 2 2 
ZX? = Li PLIS CEE TS. 


Formules de Newton. 


19. Nous considérerons, en particulier, les fonctions symé- 


triques 


DT EN DEN al . PME N EE 


pour le calcul desquelles Newton a donné la méthode sui- 
vante : de 





() f(x) =(x—r1)(x— 22)... (æ — Zn) 

on tire, en prenant les dérivées logarithmiques (‘), 
Han Ù 

(2) Te) En Lx: LE Lo FApé PiNamene 


+ 





(*) Cette formule peut aussi s'établir comme il suit : on tire de 


f(x) =(x—x,)(x —x,)...(æ —x,) 


la formule 


f(x+h)=(x+h—zx,)(x+h—x,)... (x +h—x,) 


























et 
HÉCAn ( " k ) k h 
nr crier eur 0 D ee : 
Jtx) lt ml) 
mais 
fr 4) SO NE 
= — =i+ = + +...; 
J(x) FRE) JA) C2 
si l’on ee les coefficients des mêmes puissances de 2 dans les deux expres- 
(x +h) 
sions de ——; on a 
es 
FRA I I I 
Cr) tr ete PAT uen 
TA) I I 1 





2 SE) Ge) G=a) (a a) zx) Gr) 2) 
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Ainsi 
x) f(x) f(x) 
3 4 ss 4 === JCx) + ——— PARA . 
(3) f(x) nn a 
or on à 
(4) f(x) = a+ aa 1 + ax 2 +... + an 
et 
Te PIE vi) our Sri NAME Enr 
ANT 1 
—+ di + di Ti + aix? + 4 Da 
—+ do —++ do T1 + ER 
+ 43 ee aie doute 
+ An-2 Xi 
one 


on à d’autres équations analogues, en permutant x, avec les 
HAUTS TACINOS Ter De. ln: 

En ajoutant toutes ces formules, on a, avec les notations 
adoptées tout à l’heure, 





fx) = nan li+s: XN-2 + So | xN—2 + $3 ARBRE, + Sn 
Er + &5 | Ars dires 
+ 42 | + @51 + deSns 
+ na3 SR 
+ An-21 
+ RAn-—1 ; 


d’un autre côté, 
(5) f(x)=nretl+(n—t)aar + (n—2)art +. + an; 
en identifiant les deux valeurs de f'(x), on à 


Pre 0; 


$2 + A $1 + 249 —= 0, 


le .e © ne ec 212 5 at ee cab phoïe a se) se , 


(6) | $3 + 82 + Si + 0 0, 


Sn-1 + di5n-2 + AoSn-3 +. + An-281 + (R —1)\An-1 = 0. 
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De ces équations on tire, par un calcul de proche en 
proche, 


$1—=— 1; 

$9 — ai — 22, 

S3=— Qi + 34142 — 33, 
(7) RE : 

S,—= At —4aîfa2 + {d4a43+2ai — Aa, 

S5—=— ai + 5aÿaa— 5 af az — ñ (a — dn) 41 + 5243 — 545, 

Peu de se 0 LS NE es ere : 
ces formules ne peuvent servir qu’à calculer 5, 52, ..., Sn-s. 


Pour calculer s?, ss, tonanultiDle NEC IDaneo ie ret 


; 
l’on à 
Trm + a zrrm-1 + DIEM nd T0, 


équation satisfaite pour & = Zi, Los . -.» En. Si l’on remplace 
successivement x par ces valeurs, et si l’on ajoute les résul- 
tats obtenus. on trouve 


(8) Sn+m + Sn+tm-1 + CaSn+m-2 Te. + AnS$n = 0; 
ét entlaisantert— 0,1, (ettentODSerVAnt QUES re 
on à 


Sn —- “1 Sn —1 —- lo Sn-9 +. . .—+ An —= O, 
(9) Sn+1 + dSn + Aa8nni +... + AnS$1 = O, 


| Sn+2 + A1Sn+1 + Can He. An$2 = 0, 


0 


À 


Ces formules permettent de calculers;, 5:41, $:5, .. quand 
Sn—15 Sn-2s -.. Ont été calculés par les formules précédentes. 
Les formules, auxquelles nous venons de parvenir, montrent 
que, si les coefficients de l’équation (4) sont des nombres en- 
tiers, les sommes des puissances semblables des racines sont 
aussi des nombres entiers. Dans la suite, nous aurons besoin 
de remarquer que les formules précédentes sont homogènes, 
quand on y considère les indices des a et des s, comme jouant 
le rôle d’exposants. Enfin que les coefficients sont donnés par 
des équations linéaires quand on connaît 


S1; $2;, CHCRON Sy 
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Quand on connaît s, pour x valeurs de p consécutives, on 
détermine les coefficients à l’aide de x équations. 
Le calcul de s_, peut se faire en faisant usage de l'équation 


I . 
obtenue en changeant x en =; pour celle-ci on a, en effet, 


, D 1\? D nn 
Sp = ) = Ti — Sp. 


20. On peut encore obtenir s, de la manière suivante : 
on à 


(10) — == 





cette équation a lieu en supposant le module de x supérieur 
au plus grand des modules des racines, afin que le second 
membre soit convergent; si l’on remplace alors æ, successi- 
vement par toutes les racines de l’équation et, si l’on ajoute, 
on obtient, en vertu de la formule (2) du n° 19, 


RS 
Re 
TR 
Ÿ 
7: 
es 
LS 
19 1 1 


TL ‘y 
(11) VIE GUL Ie Un 


Si l’on développe alors le premier membre, suivant les 
. I . L 
puissances de =» On obtient deux expressions de cette fonc- 


tion qui doivent être identiques pour les valeurs de x de 
module supérieur à une quantité déterminée. Une simple 
division permettra donc de calculer 5;, 5, .... 





La quantité peut aussi, pour des valeurs suffisam- 


L — Li 
ment petites de x, se développer en série convergente, suivant 
les puissances de x à exposants positifs ; on a 


I [ h æ? 
men en nur oi AO 
; L1 Can Li 





on en déduit, par des moyens analogues à celui qui a été 
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employé tout à l’heure, 





ME) 
— — À — 9: T mnt 2 .. 
(12) ES S_1—+ ST HS 3 A2+..., 
, . : 1 J:CE) 
et l’on trouve s_;, s_», ... en ordonnant le quotient mr nt 


suivant les puissances positives de x. On voit l'identité des 
méthodes qui ont permis de calculer s, en fonction de s,_:, 
Spoeyter..s Spons di 40e 0e lAUonmUuIer(o)/dumi19 "et quivpers 
mettent de calculer un terme d’une série récurrente en fonc- 
tion des précédents; les termes de l’échelle de relation sont 
les coefficients de l’équation changés de signe. 


Autres fonctions symétriques. 


21. Les fonctions symétriques que nous venons d'apprendre 
à calculer sont ce que l’on appelle les fonctions simples; les 
fonctions doubles sont celles dans chacun des termes des- 
quelles il entre deux racines, les fonctions triples sont celles 
dont les termes en contiennent trois, etc. 

Le terme général d’une fonction double est ainsi de la 
forme HAE Si l’on forme le produit Su sg ON trouve les 
termes de RTE et, en outre, des termes de la forme œatb : 
ainsi On à 
(1) DAFT = SaSg — Sorpi 
on voit que les fonctions doubles seront des nombres entiers 
si les coefficients eux-mêmes sont entiers, et que leur degré, 
estimé comme nous l’avons dit plus haut, est égal à la somme 
des exposants @, f. 

Pour &æ—5, les termes sont égaux deux à deux;,-car 
atax$ — xx; et comme, dans la fonction symétrique, ces 
termes ne figurent qu’une fois, on a 

9 


Ext xt — 5 (a — $9g ). 
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Pour obtenir la fonction symétrique triple 2e 0, on 
multiplie (1) par s.» et l’on a 


Sy Ü 1 L » — Sa ‘g Sy mar Sa+8 Me 
Les termes du premier membre contiennent ceux de la 
fonction symétrique cherchée, mais il y en a d’autres qui pro- 
viennent de la multiplication de termes de la forme xY par des 


termes contenant encore x,; ces termes sont ceux de la fonc- 
tion symétrique 


Sd Vent S ra B+y e ss À . 
ZA xs + Zaxt xt 0e Sasgry 25 +87 à 
on à donc 
(3) Det re at = Susas, — 548$ — SQS —- + 2 
A OS AT RUE L'B+y ‘B'a+y y'a+B a+fB+y? 


dans le cas où deux des exposants &, 6, y deviennent égaux, 
les termes deviennent égaux deux à deux; quand les trois ex- 
posants «, 5, y deviennent égaux, six termes deviennent 
égaux; ainsi On à 


CO Le 


19 Q 


I 
A . (SË Sy — 280 Sa+y — S2a $y + 2824+y), 


MA 


(5) LL at at = — Rd 
On peut continuer ainsi, et il est démontré que toute fonc- 
tion symélrique entière des racines est une fonction entière des 
coefjicients; elle est homogène, et son degré est la somme des 
exposants des racines, pourvu que l’on considère a, comme 
étant du degré p. 


Nouvelle méthode pour le calcui des fonctions symétriques 
des racines. 


22, Les formules de Newton s'appliquent assez facilement 
aux équations numériques, mais il y à d’autres méthodes qui 
sont préférables quand i’on à affaire à des équations litté- 
rales. Telles sont les méthodes de Waring et de Cauchy; nous 

p 3 
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allons indiquer ici une méthode qui, au fond, coïncide avec 
celle de Waring, mais qui est d’une application plus commode. 

Pour la facilité de l’exposition, nous écrirons l’équation 
donnée sous la forme 


(1) A — A ANT + Que — GANT, , ,— 0, 
nous supposerons la fonction symétrique © de degré «; soit 
(2 ® — An Ce Ar An—1 Fos.) 


A; a, Contient tous les termes de o qui dépendent de a,; 
A n+14@n-1 Contient, parmi ceux qui restent, tous ceux qui 
dépendent de a,-1, etc., l’indice est égal au degré. Cette 
équation, quand on y remplace a,, &n-1, ... par leurs valeurs 
en fonction des racines, se transforme en une identité; on 
peut y annuler autant de racines que l’on veut, et si l’on s’ar- 
range de telle sorte que le dernier terme de o, en faisant cela, 
soit le seul qui ne soit pas nul, ce terme sera tout calculé; on 
peut alors se débarrasser par la division du produit des ra- 
cines restantes, et continuer à appliquer la même méthode. 
Nous allons appliquer cette méthode à quelques exemples. 


Exemple I : 


(0) DA 


1912 


T3 —= À ds + À: A5 + A dit A:@3; 


le premier terme contient «, puisque Z est du sixième degré; 
ce terme disparaîtrait si la fonction était de degré moindre. 
Le dernier terme contient a;, car la fonction s’annule si l’on 
annule toutes'les racines sauf deux. 

Posons maintenant 


Li = Try = LG —...— 0 


alors on à 
(4) 
Nous pouvons conserver notre notation primitive, en nous 


rappelant que l'indice le plus élevé est 3; en divisant par 
HN DIT 


LA 
1 19 


4 y US 
Li ls La — A3;@3. 


(20 2 Lite AR Xol3 + A1 A2 di; 
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a; n'entre pas dans A;, car la fonction doit s’annuler quand 
deux racines s’annulent. 


Si l’on pose zx; = 0, on trouve 


nas = Xi 2 A, CAEN 
et de (5) 
Ex? Lo — AG 


Lo — ° 
Li Lo La 





Comme cette formule est identique, on peut y faire toutes 
les racines égales à l’unité, alors tous les produits de racines 
qui se rencontrent dans la fraction se réduisent à l’unité, et 


l’on a 
Lo — 63,3 — — 3, 


Si maintenant on fait æ,— 0 pour p > 4, 


Ex 233 = ao, — 34 + &i 23 


ou 
Exi di ti+ 345 — 4143 Li HU AL SEMEES 
TT Loti 
formule où «, et «, sont à déterminer. Pour y arriver, posons 
trois racines égales à l’unité et la quatrième égale à 2; cher- 
chons le coefficient de 2? dans le second membre pour l’éga- 
ler au coefficient de 2° dans le numérateur du premier; dans 
Exx?æ,, on n’utilisera que les termes qui ont l’exposant 5 
en À, et l’on trouvera ainsi 2° autant de fois qu'il est possible 
de prendre deux racines parmi les trois que l’on a fait égales 
à un, c’est-à-dire six fois ; alors, comme on a 


d3=1+3/4, = 3 +3, & = h +3, 


on à 
G— 9 = 4; — —5; 


et, en prenant toutes les racines égales à l’unité, 


24 + 48 — 96 = 64 — 3.16, 
Xo — ie 
on à donc maintenant 


Ext 23 da — A4 ta— 34?) + 34? — 2% 





= Ai= 44, 
L1 Lo da Li ls 
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si l’on annule toutes les racines sauf 5. Et si l’on prend ces 
cinq racines égales à l’unité, on a 


6o — 5(4.10 — 3.25) + 3.102— 5.10.10 = «.5, 


HE t7; 
et finalement A, ——712, de sorte que le résultat pour toute 
équation sera 
Zxi xi la —124ç+ 7450 + A( 40 — 334$) — 3 ai + à As. 


Exemple IT. — Pour l'équation 
LP — AL? + A2 X — A3 = 0, 
on demande de calculer 
U=(xi—x) (ri xs) (re — xs); 


on à 
(= A:43 + A, Ga, 


les termes suivants doivent manquer, U s’annulant alors que 
deux racines deviennent égales à zéro. 
POUR = 0 ONE 


LÉ LS (Li — 22) = A, = ai (— hai+ af): 
et alors 


U = a3(toa3 + did + aaaÿ) + a?(— {a+ a?). 


si l’on fait 
Li = La —=]I, 1 =: 


et si l’on égale les coefficients de 2*, on a 
O— 42 +4, 42 —=— À; 
en égalant les coefficients de 2°, on a 
241 — 24 — 12 = 0, 
A1 — 10: 
et si l’on égale toutes les racines à l’unité, on trouve 


er Con 27; 
alnsi On à 


— m2 3 2 D 29 
ÜU=—27a$ +183 024 — 4 aa — 4aÿ + a? ai. 
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Dans cet exemple et dans le précédent, le résultat ne 
change pas en revenant à la forme primitive de l’équation 
avec tous les coefficients positifs. 


Formules générales pour le calcul de s, et de «». 


23. Le théorème de Newton permet de calculer s, quand 
les coefficients sont connus, et, inversement, les coefficients 
quand $,, 5, ...,$, Sont donnés; mais le calcul exige la réso- 
lution d’un système d'équations linéaires. Par la méthode 
suivante, on trouve l’expression explicite de ces quantités. 

Soit 


(A) (T— t)(tT— 2). (T— Zn) = a+ Mari Qt +. + An; 


dans cette identité, supposons æ plus grand que le plus grand 
des modules des racines; alors, en divisant par æ”* et en pre- 
nant les logarithmes naturels, on a 


tous les termes peuvent être développés en séries conver- 
gentes, et l’on a 


a “1 S2 Sp (e a a* 
60) nt ln ++ —— +. | =a—— + — — + +... 
ME 2 x? pxP ; 9 





formule où l’on a posé 


Égalons, de part et d’autre, les coefficients de +x-?; dans le 
. 5 S 
premier membre, il est — Fr dans le second membre, le 
terme général est 


(— 1) /ai &@ An\# 
+. li: 


k x mA d'A ARE 


et le terme général du développement de la parenthèse est 
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égal (en vertu de la formule du polynome) à 





(Bi+ B2+...+ fn)! 6, 82 ANR PET a ) 
(4) 6 L nes Del a a... af Ha & Are 
où 
(59 Bi+ Bat... .+fn=t; 


on n’utilisera que les termes pour lesquels 
(6) Bi+2fo+...+ nbsp, 


de sorte que la solution générale sera 





Bi Ba pa 
(7) ED 2 ASE, PR DES CS 


e 3 
181 R0 Ho 
ss. Pr: 


où B;, B2, ..., Br doivent recevoir toutes les valeurs posi- 
tives ou nulles satisfaisant à (6). 


Pour obtenir a, sous forme explicite, on tire de (2) 











di > An Ace = +.) œ a? 
(8) 14+— + —+ Rire = I — —- + +... 
2 CRIE I 152 
où 
S1 Sa S3 
X = — Nr. 
T 2 x? 3x8 ; 
et l’on trouve comme tout à l'heure 
ee SE RÉ On NPA a Rs NE 
(9) CD Peere et PAU :}) EU PE Een À, 7 
see G Al ‘# 5) n 
où 
(10) Bi 282+ 383+...+nBr=p; 
on trouve ainsi 
di —= — S1, 
243 Sf— S 
(11) 3! az — 5 + 094 So 253, 
Ala—= sk— 65?5+ 85153+ 353 — GS, 
5! a3=— 554105? $9— 2057 53—15 81855 + 30518,+208$283—2485;, 


comme avec les formules de Newton. 
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24. Si l’on applique (3) à l'équation 
(12) 2?— ax +b—=o, 


on trouve 


(—1)p(p—p—1)! pou 
(13) D CP "2 Up 





où pr doit recevoir toutes Les valeurs 0, 1, 2, ... jusqu’au plus 





grand entier contenu dans L. On peut aussi écrire 
Sp == ap — pal? ae —— ap-#b2 +, Ne 
Po 
14) « 
(4) pip—um—1)(p—um—2)...(P—2H+T) pou 
+ (— 18 a? 
LACOUPAU 


pour l’équation 
on à 
| Sp = XP — pxP—? + 


(15) | ï 





Le po NO mt EE ot mr dl à 
| OLA AOC 


formule qui trouvera son application plus tard. 


Équation aux carrés des différences. 


25. Etant donnée une équation, on peut en déduire une 
autre dont les racines sont les carrés des différences des 
racines de la proposée. Soient 


Li; La, CRC Ln 


les racines de la proposée; les racines de l’équation cherchée 
seront 
(Z1— Ta )?, (T1 — La), CL QC) (Tn—1—Ln)?, 


. : , HR —1) 
et cette équation sera de degré ————: 
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Cette équation a joué autrefois un rôle important dans la 
théorie qui nous occupe. Si l’on annule son dernier terme, 
on exprime que la proposée a des racines égales, car cette 
circonstance exige qu'une des différences au moins soit 
nulle. Ce dernier terme, abstraction faite de son signe, porte 
le nom de discriminant de l’équation proposée. Si l'équation 
donnée a deux paires de racines égales x, — ze, æ: — æ:, les 
deux derniers termes de l'équation aux carrés des différences 
seront nuls. Si l'équation proposée a trois paires de racines 
égales, les trois derniers termes de l’équation aux carrés des 
différences seront nuls, etc. | 

L'équation aux carrés des différences servait surtout à 
trouver des intervalles comprenant une seule racine de 
l'équation proposée. Nous parlerons plus loin de cette appli- 
cation, nous allons donner ici une méthode simple pour 
former l’équation aux carrés des différences. Pour former 
cette équation, Lagrange exprime les sommes des puissances 
semblables de ses racines S,, $,, ... en fonction des sommes 
des puissances semblables des racines s,, 5, ... de Ia pro- 
posée comme il suit. 

L'application de la formule du binome donne identique- 
ment 

(TX — 23 )P+(T— ta )P+. + (x — Xn)?P 





2 2p(2p —1 
= n XP — 2P yon, e AE ere + 
I il 40) 
si l’on remplace successivement æ par æ;, z, ..., et si l’on 
ajoute, on à 
2pD 2p(2pD —1) 
29p = NS De “E S2p—1 81 + LE S9p—282 +..,+ NS2p, 


et comme les termes équidistants des extrêmes sont égaux, 


2pD 


Oop(2D—1)..-(n-Et 
(1\ Sp = n$ap— É spirit = NS Pet as ) 2 


LUE hs 





Si, par exemple, l'équation donnée est 


LD LEE 0, 
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on trouve 
=: 9 
S: = 3 $2 — S1, 
sis Gt 
D 3 = > Sç — GS: ed | D 89 81 — 105%, 


d’où l’on conclut l'équation aux carrés des différences 


MR PYrEE OQr +R =0 
où 
P=—2p?+ 639, 


Q=p}—6p?q + 94°; 
R—=4p°r — p?q?—18pqr +4q+27r?. 


On peut donner du discriminant une expression qui est 
souvent commode; si l’on pose 


f(x) = (x — x) q(æ), 
si l’on différentie et si l’on fait x — x;, on trouvera 
PDN=ri— x1) (ai Da). (ri dia) (ai dir). (ai an). 


Si l’on remplace x; successivement par toutes les racines et 
si l’on multiplie entre elles toutes les équations obtenues, 
on obtient dans le second membre tous les facteurs de la 
forme — (x; — x;)°; le discriminant est donc de la forme 


fe A ET TER 


Fonctions rationnelles des racines. 
26, Une fonction rationnelle d’une racine +, d’une équa- 
tion f(x) — 0, de degré 7, peut se mettre sous la forme 


(x) 
( i 
ù, (x) 





® et L désignant des polynomes entiers. Si l’on multiplie haut 
et bas par V(z:) (xs)... Y(x,), on a 


W(xa)...V(rh) ; 
Y(x1) Y(x2)...Y(æn) 





(2) o(xi) 
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Le dénominateur est une fonction symétrique des racines et 
peut être exprimé rationnellement en fonction des coef- 
ficients; le numérateur est une fonction symétrique des 
racines de 

PEN 
(3) 0, 
dont les coefficients, quand on à effectué la division indi- 
quée, sont des fonctions entières de x, et des coefficients 
de f(æ). La fonction rationnelle donnée est donc réductible 
à une fonction algébrique entière de x,, j'ajoute que l’on 
peut supposer son degré au plus égal à 2 — 1; en effet, si son 
degré est plus élevé, on peut la mettre sous la forme 


Q f( T1 ) —- Ie 


où KR est du degré 7 —1 au plus, et comme ÿ/(x;)—,0on 
voit que toute fonction rationnelle d’une racine d’une équa- 
tion de degré n peut se mettre sous la forme d’une fonction 
entière de degré n — 1 au plus. 

Si l’on avait une fonction rationnelle de plusieurs racines, 
on la mettrait d’abord sous la forme 


Are AT +. . + A Cra 


DUMAS, A. A DeUVÉNLILONLELUII Ze Ci GDACUNEUE 
ces coefficients peut être traité de la même facon par rap- 
port à x, et ainsi de suite, et l’on arrive ainsi à une fonction 
entière des racines, dans laquelle l’exposant d’une racine 
quelconque ne peut dépasser 7 —1. 

Exemple. — Dans l'équation 


HE DAMES TO, 
on peut mettre une fonction d’une racine sous la forme 
a+ bxi+ cri, 
mais il vaut souvent mieux adopter la forme 


axi+$. 
LT Y d 
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on l’obtient en remplaçant æ par >, dans l'identité 


C(ri+ pr+qzx+r) 
= (cx?+ bx+a)(cx + pc —b) 
+ [ge?— ca + bp) + 0?]x + re? — apc + ab. 


Alors le premier membre étant nul, on a 





cxi + bxi+a=— 
CT + pc — D 
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ge? — ca + bp) + 2 ]xi + re? — ape + ab 
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Élimination d’une quantité. 


27. Deux équations algébriques entre x et y : l’une du 


degré m, l’autre de degré n, peuvent être mises sous la 
forme 


(1) CT) = Go" + ami QyM IL, . + an= 0, 


(2) F(r) = boy? + birrt + boyr=? +... 40b, = 0, 


où &) et b, désignent des fonctions de x seul et de degré p. 
On peut de ces équations en déduire d’autres, satisfaites pour 
les mêmes valeurs de x et de y. 

Pour trouver ces valeurs, on cherche, en général, une 
équation qui ne contient plus qu’une des inconnues. Cette 
équation porte le nom d’éguation finale, et l’on forme cette 
équation en chassant (en éliminant) l’autre inconnue. Si l’on 
forme cette équation en +, elle déterminera toutes les va- 
leurs que x peut acquérir, de manière à satisfaire à (1) et (2); 
en général, à chacune de ces valeurs de æ ne correspond 
qu’une valeur de y, telle que l’ensemble de ces valeurs satis- 
fasse aux équations données : à chaque valeur de x corres- 
pond un facteur déterminé du premier degré commun aux 
deux équations. La question peut donc se présenter sous cet 
autre point de vue : trouver la condition pour que les poly- 
nomes /(y) et F(y) aient un facteur commun. Nous allons 
faire connaître les méthodes les plus importantes, qui ont 
pour but de conduire à l’équation finale. 
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Application de la théorie des fonctions symétriques. 


28. L’équation F(y) = o est de degré » en y et, par suite, 
elle à 2 racines fonctions de æ; on ne peut pas, en général, 
les calculer, mais on peut les appeler y:, y2, ..., y,3 à chaque 
valeur de æ cherchée, correspond au moins une valeur, 
Vis Vase. Yn Satisfaisant à f (y) — 0; la condition nécessaire 
et suffisante, pour qu'il existe une valeur de x satisfaisant 
aux deux équations, est 


(1) fi ) (ra Lee T0) — O, 


car cette équation est satisfaite lorsque l’un des facteurs du 
premier membre est nul, et seulement dans ce cas. Comme 
Vis Vas -.., J, entrent symétriquement dans l’équation précé- 
dente, ils peuvent être éliminés à l’aide de la théorie des 
fonctions symétriques, en exprimant le premier membre au 
moyen de 05, b,, ..., b,, c’est-à-dire en fonction de x seul. 
L’équation ainsi obtenue ne contient plus que x et est l’équa- 
tion finale cherchée. 

On peut montrer facilement que l’équation finale est, au 
plus, de degré mn; f(y) est, en effet, homogène du degré m 
quand on y regarde a, comme du degré p. Si l’on regarde y;, 
HA -scommeéctantaupremierdegré, 01) (ya): AA CYr) 
sera homogène et du degré mn. Ainsi, toutes les formules 
relatives aux fonctions symétriques de Yÿ, Ya, +.., Yn SOnt 
homogènes en regardant les racines comme du premier degré 
et b, comme du degré p. 

L’équation finale en æ sera donc du degré mn, si l’on 
regarde les indices des a et des b comme déterminant les 
degrés de ces quantités. En réalité, ces indices ne sont égaux 
qu’à l’exposant de la plus haute puissance de + que peuvent 
contenir les coefficients. Si donc on considère les degrés par 
rapport à æ, l'homogénéité sera détruite, mais le plus fort 
exposant de æ dans l'équation finale sera mn au plus. à, entre 
en dénominateur dans les coefficients de F(y), mais cela n’a 
pas d'influence sur le résultat, #, ne contenant ni æ ni y. 
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On voit donc que l’éguation finale est, au plus, du degré mn. 
Si les équations données sont complètes et générales, c’est- 
à-dire si tous les termes ont des coefficients tout à fait quel- 
conques et indépendants les uns des autres, le degré sera 
précisément mn. 

Si, en effet, on considère les équations particulières 


(2) ES CUT de 
on obtient l’équation finale de degré mn 
(35) HART, 


et ce cas doit être contenu dans le cas général, s’il ne s’est 
pas introduit de solution étrangère; or tel n’est pas le cas; 
car, soit æ, une racine de (3), la première équation (2) donne 


Y1— Le 
et la deuxième équation (2) devient 
Li —= Lt 


donc les racines de (3) donnent toutes des solutions de (2); 
donc il est prouvé que : 


Deux équations générales des degrés m et n conduisent à 
une équation finale du degré mn. 


29. Si l’on regarde x et y comme des coordonnées dans un 
système de coordonnées rectangulaires, les équations don- 
nées représenteront deux courbes des degrés m et n,etleurs 
solutions détermineront les intersections des deux courbes. 

Deux courbes générales des degrés m et n ont donc 
mn points communs. Dans quelques cas particuliers, l’équa- 
tion finale pourra être de degré moindre. Si l’on part du cas 
général, et si l’on fait varier les coefficients d’une manière 
continue pour leur faire prendre des valeurs pour lesquelles 
le cas particulier se présente, les coefficients des plus hautes 
puissances de + tendront vers zéro, et autant de racines croi- 
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tront au delà de toute limite (ce que l’on voit d’ailleurs en 


I , ES : 
changeant x en =) On peut donc dire qu'il y a toujours mn 


solutions communes ou r#n intersections, si l’on compte les 
solutions qui croissent indéfiniment ou les points qui s’éloi- 
gnent à l'infini. Ces considérations, qui conservent au théo- 
rème relatif aux intersections de deux courbes toute sa géné- 
ralité, sont d’une grande utilité dans la Géométrie moderne. 


Exemple. — Les équations générales du second degré sont 


fr) = «7? + MI + Go; 
F(7) —= bo Y? + by <e Do. 


On trouve, pour le produit f(y:) f(72), 


CR MU SOLS AR ER 
A TI NÉ + ao Y1Y2(Y1+) 2) 


+ Ai J1Y2+ Go (Yi +75) + M @(Vi+ Je) + ai 


ou 
F est be | D bi RATES AD EEE 
HET à CHROME ba MAL RAT 2 er 


19 19 
_ 
S| ST 
[=] nd 
Re 

12 
= Si 
are 
er 2 


Voici comment on peut former la fonction f(y:) f(y2):... 
On divise f(y) par F(Yy), et l’on a, en appelant E un Tome 
entier, f , 

(7) 2 (Yi) [ 
— E ARCS 
F(y) my y: FU) 








(y) I I DS 
ce qui permet de former Z2o(y;), Z2y:®(Yyi), ... par une 


simple division; on à alors identiquement 


o(Y1) GUY NO O(Yn) I I >< I 
HLOCY I). Ya POINT: 67h) FD OMNE sr 
OCT C8 AM AIG TAN Ge Mate MS a Cm NN CE 


—=9(y1)p(Ya) ...pCrn).D?, 
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en appelant D le second déterminant. D? est égal au produit 
des carrés des différences (y; — y;) ou au produit 


MONNIER ANNEE 
(voir n° 95 et 37) cette équation peut s’écrire 
Z o( Yi) D CARRE C/O (y) 
E FF ACTOR RER TE CEE (Tr) 
= {T0 OS) 


ce qui fait connaître l’expression de l’équation finale. 


Méthode de Labatie. 


30. Soient V,— 0, V,— 0 les équations données en x et y, 
ordonnées comme plus haut; soit x le degré de V, en y; nous 
supposerons que V, est de degré égal ou inférieur au degré 
de V,. Si V, et V, ont un facteur commun, nous le supprime- 
rons ; outre le nombre fini de solutions que nous détermine- 
rons plus bas, les équations seront encore satisfaites pour 
toutes les valeurs de x et y qui annulent le facteur commun. 

Maintenant cherchons le plus grand commun diviseur de 
V,et V,; on finit par trouver un reste fonction de x seul; en 
égalant ce reste à zéro, on a l'équation finale, car cette équa- 
tion exprime que V, et V, ont un facteur commun. Mais, en 
examinant les choses de plus près, on voit qu'il peut s’intro- 
duire des solutions étrangères, de même qu’il peut en dispa- 
raître ; cela tient à ce que, pour éviter les fractions, on intro- 
duit ou on supprime des facteurs dans les calculs. Ces facteurs 
sont fonctions de x seul : ceux qui seront introduits dans les 
dividendes seront désignés par w, ceux qui seront supprimés 
dans les diviseurs seront désignés par ?, les quotients seront 
désignés par Q. On a alors tout d’abord 


(1) ui Va = Q1 Vo + Vavi; 

on voit alors que les deux systèmes d'équations 
\ ui V1 =0 Von, 

(2, Vo 0 Fs | Vsri=0 
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ont les mêmes solutions finies, car toutes les valeurs finies 
qui satisfont à l’un, satisfont à l’autre ; si l’un des systèmes a 
des solutions multiples, l’autre les a aussi et au même degré 
de multiplicité; car on peut regarder ces systèmes comme des 
cas limites de systèmes plus généraux sans solutions multi- 
ples. 

Ce que nous venons de dire n’est vrai que pour les solu- 
tions finies; les deux systèmes peuvent ne pas avoir les 
mêmes solutions infinies; ainsi le système 


HN nat DE CI 0, 


Li+ + axz+biyr +c—=0o 


à deux systèmes de solutions infinies, et l’une de ces équa- 
tions combinée avec 


(a— &a)x+(b—bi)y+c—c—=o 


n’a pas de solutions infinies. Nous laisserons de côté les so- 
lutious infinies. 
Les systèmes (2) peuvent aussi s’écrire 


I 
© 


({ wi — 0, Na" 0 et Pit 0, V> 


(5 4 
% l Vo — O, Va 0 Vo — O, V3 


Î 
_. 


nous désignerons ces systèmes par 1, 2, 3, 4. 

On voit que, si l’on remplace le système donné 2 par 4, on 
introduit les solutions étrangères qui appartiennent à 1, et 
que l’on à éliminé celles qui appartiennent à 3. Dans le cas où 
u, et ?, ont un facteur commun d,, on peut l’écarter par la 
division, car il entre les deux fois en combinaison avec 
V,=o :il disparaît une fois en divisant par #,, tandis qu’il 
s’introduit une autre fois en multipliant par w,; de la sorte le 
système donné sera remplacé par 


1 ne, 
(4) ee et Ve 0; 
l Vo == (4) Na 


LS 


pe 
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et les solutions étrangères introduites sont déterminées par 


F\ Ui : 
(2) FAN A VS Où 
On opérera, sur le système V, —0, V0, deAlaameme 
facon que sur le système primitif, et l’on continuera ainsi de 
suite jusqu’à ce que l’on parvienne à l'équation finale, en 
ayant égard aux systèmes mis de côté et à ceux qui détermi- 


nent les solutions étrangères. Pour obtenir l'équation finale, 
il faut la multiplier par 7 et par les quantités analogues, et 


RE U sr 
la diviser par ns et les quantités analogues. 
1 
Cependant, s’il s’agit des solutions générales des équations, 
on doit se rappeler que les racines chassées et introduites 
jouent un rôle spécial et tout autre que celui des racines, qui 


sont telles qu'à chacune ne correspond qu'une valeur de y. 
(4 SA CURE 5 
De cette façon, Fe — o doit être combiné avec V,—=o et une 
1 


équation analogue 7 avec V,+,—0, analogue à Ve o. Nous 


allons maintenant montrer comment on peut simplifier la 
solution. 


31. Nous avons seulement évincé les facteurs communs à 
un # et à un w de même indice; car on n'a à combiner que 
dans ce cas w et » avec une même équation. Nous allons 
toutefois établir le théorème suivant : 

Siun uetun v suivant, par exemple u;eltv,ontun facteur 
commun x — @, qui n'appartient pas à un u Ou un P inlermé- 
diaire, le système x—a—o, V;—=0 peut être remplacé par 
L—a=0, Vie 0: 

Considérons, en effet, les équations 

Ua Va = Q2V3+ Vive, 
(6) us Va = Q3Vi+ Vsvs, 
ui Ni = Qu Vs + Vovi. 


Elles montrent que x = a, et les valeurs de y qui salis- 
font à w, — 0 et V,— 0 satisfont aussi à V,—oet NE O1USILIS 
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n’annulent pas #, ou #,) et inversement, les valeurs qui satis- 
font à »,—=0 et V;—o satisfont aussi à V,— o. Il est donc in- 
différent de combiner les racines communes à #&—=oetr,—=o 
avec V;—=oouavec V; —o, et ainsi (abstraction faite des so- 
lutions infinies) on ne commettra pas de faute en supprimant 
les facteurs communs à &, et #,. Ainsi, on peut supprimer tout 
facteur primitivement introduit par une multiplication dans 
un &w, si on le rencontre une première fois dans un #. 

Si, par exemple, dans w, on trouve le facteur æ — «,, et 
dans w;, le facteur x — «,, on peut faire disparaître ces fac- 
teurs si on les rencontre pour la première fois dans un ?, et 
comme cela à lieu quelque petite que soit la différence 
entre _œ,.et/æ, cela doit encore avoir lieu pour’ &; — 2.81 
donc le même facteur à été introduit plusieurs fois, on peut le 
faire disparaître le même nombre de fois s’il entre dansles ?. 





On voit maintenant quelles sont les équations à résoudre : 
, r u Ê . . . 
d'abord, on a le facteur étranger A et la multiplication sui- 
Fil 


Ui Ua rue . Sin 
; on élimine, par la division, les facteurs 


di 
contenus dans #,; en appelant leur produit d,, il reste à con- 


vante donne 





La 


x Ui Us LUE 3 : 
sidérer TA? et en multipliant par w, et en écartant les fac- 
EE? 


teurs contenus dans ?,, dont on désigne le produit par d;, on 
Uy Ua U3 
d; da da 

Les équations données seront donc remplacées par le sys- 
tème suivant : 


a à considérer » et ainsi de suite. 





| ÉTRE : oTEe. w Vive : Pr-1 . 
=. : — ; —— = n Ps à (] 
(2) | di do d'; di 

è Va —— 0, Va: —= O, V, = 0: .... Vh = O, 


équations qui, abstraction faite des solutions infinies, »e 
fourniront que les véritables solutions avec leurs degrés de 
multiplicité. Les facteurs étrangers introduits doivent donc, 
si cela n’a déjà pas été fait dans le courant de l'opération, dis- 
paraître de l’équation finale. Le dernier reste est V,,,v,-_:,et 
l’on peut supposer V,,,—=1, ce reste ne contenant pas y, en 
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sorte que P,_,—0 est l’équation finale, de laquelle après 
avoir divisé par &»_, On à écarté toutes les solutions étran- 
sères. Comme, en général, V, est du premier degré en y, 
le dernier système fait connaître les solutions qui sont telles 
qu’à une valeur de æ correspond une valeur de y; lavant- 
dernier système fait connaître les racines telles qu’à une va- 
leur de æ correspondent deux valeurs de y, etc. Comme les 
solutions multiples ne peuvent se rencontrer que dans des 
systèmes tout particuliers, on ne trouve que le dernier sys- 
tème, si l’on a affaire à des équations tout à fait générales. 
En général, l'équation finale, obtenue en annulant le dernier 
reste de la méthode du plus grand commun diviseur, est de 
degré trop élevé, puisque l’on doit en ôter les facteurs intro- 
duits pour faire les divisions, afin d'éviter les fractions. En 
opérant sur deux équations du troisième degré, on trouve un 
reste du onzième degré, et l’on à eu à multiplier deux fois par 
un polynome du premier ou une fois par un polynome du 
second degré. La dernière division introduit un facteur du 
quatrième degré; mais il ne joue aucun rôle, car il n’intro- 
duit pas de racines finies. 

Si le nombre des racines communes est moindre que celui 
qui est indiqué par le théorème général, c’est que les racines 
manquantes sont infinies. En Géométrie, les solutions infi- 
nies ont une plus grande importance, et, pour cette raison, 
nous n’en parlerons plus ici : 

Exemple : 

Vi=i+2xy?+ (22x2— 4x )y + x?— 4 = 0, 
Na Ne RD OT SX ES —= 0. 
On supprime dans le premier reste le facteur x — 2, et on 


le combine avec V,. Le deuxième diviseur est y +x+2;il 
donne le reste x? — 5x + 6, et l’on obtient les deux systèmes 


ren, X— 5x +6—o, 
+22 +22? —5x+2 = 0, Y+L+2—O, 
ainsi 
TL = 2, LT — 2, XL = 2, TE 
ee EE AN PS PR 
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Comme on devrait obtenir une équation finale du sixième 
degré, deux valeurs de x sont infinies. Les deux courbes 
représentées par les équations données ont deux intersections 
à l'infini et, sur les quatre autres intersections, deux se con- 
fondent pour donner un contact. 


Méthode d’'Euler. 
32, Soient 


Ù = a+ y" LE Go y 2H , ,  + Am = 0, 


1) 

V= boy + bip boy +, + bn = 0, 

les équations données. Si U et V ont un facteur commun o de 
degré p, 


(2) D = %0YP + y P LL + dp, 


et si l’on pose 


U V 
D) 1 M: 


les polynomes NU et MV devront être identiques. N est alors 
de degré na — p et M de degré m— p. Multiplions alors U et V 
par des polynomes de degrés respectifs, égaux à 2 —p et 
m — p, et à coefficients indéterminés; et égalons les coeffi- 
cients des mêmes puissances de y dans les deux produits. Si 
l’on élimine les coefficients indéterminés entre les équations 
qui sont du premier degré, on aura les conditions pour que U 
et V aient un facteur commun de degré p. 
Soit 

ù N = rop ATP Era PE Pn_p; 

(4) COMENT PER Cp PA ROUE En ps 

On a à sa disposition m + n — 2p coefficients indéterminés, 
et l'identification des deux produits donne m + n — p équa- 


tions; en éliminant les coefficients indéterminés, on à p équa- 
tions de condition; si elles sont satisfaites, on à 


NUE M 


De là, il résulte que les » facteurs de V doivent entrer dans 


/ 
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NU, et que p d’entre eux au moins doivent entrer dans U, 
puisque N est seulement de degré nr — p. 

Pour p—1, on n’a qu'une équation de condition qui est 
l'équation finale cherchée. 

On peut obtenir la forme générale du facteur commun, en 
remplaçant les polynomes M et N par d’autres M, et N, de 
degré moindre, et en annulant les coefficients des puissances 
supérieures de y dans N,UÙ — M, V; si l’on pose 


Y) NiU — MiV = G07P + a yP-1+.. + ap, 


le facteur commun à U et V de degré p sera précisément le 
second membre de (5), si les conditions pour que ce facteur 
existe sont satisfaites. 


Exemple : 
ÙU = 3+ &97?+ 427 + 43 = 0, 


V Joe b17? SE b2Y an 3 — O0; 
si l’on pose 


(y? &1.Y + 42 )U = (y? + B19 a B2)V, 


on à, en identifiant, 
Gi+ & = Bi +b:, 
as + Mat A = À + biBi+ bo, 
Ga œl+ A3 = biB2+ baBi+ Ds, 
An d2 + A0 = Va Br + Os fi, 


Az Aa — Da Ba. 


En éliminant «;, æ, B:, B+, on a l’équation finale 


12 0 MMOG; — Di 

a, OO Es — Da 

Go Gi Da bi a3—03 | —0o. 
Ga  Gs D M Da O 

O GRO Ds o 





Pour avoir l'expression du facteur commun, on posera 


(y + m)U—(y + B)V =my+n;, 


Qt 
Qt 


SUR L'ÉLIMINATION. 
et l’on trouve 
Hit — B1 + bi, 
A4 + A3 = Bibi + Va, 
A2 + A3 = Bib2+ b3+ m, 


da3 = Bibz+ nu; 


z, et 5, sont donnés par les deux premières équations, et m 
et x par les deux dernières. 

Pour trouver la condition pour qu’il existe un facteur com- 
mun du second degré, il suffit de poser m = n = 0; alors les 
conditions sont données en égalant à zéro les déterminants 
obtenus en prenant trois colonnes dans le Tableau 


Hi di o (42 
I bs la ba 


A1 — UV; Go — Da (308 O 


Ces quatre déterminants, que l’on peut ainsi égaler à zéro, 
ne fournissent que deux équations distinctes. 

Si les équations ainsi obtenues sont satisfaites, on obtient 
le facteur commun du second degré en éliminant y* entre les 
deux équations données, ce facteur est 


(a — bi )y? + (AG — ba) 7 + Ei— ba. 


Méthode de Sylvester. 


33. Cette méthode ne diffère pas, au fond, de la précé- 
dente. Elle consiste à multiplier les équations données par 
y, y?, y”, ... jusqu’à ce que l’on ait obtenu deux équations 
de degré m+n—1; on à alors » + n équations, entre les- 
quelles on élimine"y; 7°; 7°, ..., y"+#-1, en les considérant 
comme des quantités indépendantes entrant au premier 
degré. On obtient ainsi, en considérant les équations trai- 
tées au paragraphe précédent, 

+ MI? + AY + A —=O, 
VIH MY$ + AJ? + asÿ = 0; 
Y$+ my" + &J$+ 437 =0, 
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el 
FT bir? + b2Y + 3 —0, 


+ bI8+ b7?+ 037 = 0, 


Le E biy* = En baY3 —— V3) 2 — 0, 
d’où l’équation finale 


040 TROT re ds 
0 VONT CE Ds 0 
LRO te rs RO TO 
0 0 Es DADITEUPRU 
D ATP IDE IOPMTO 


I b, Le Lx O O 


Cette équation devient identique à celle que l’on a trouvée 
tout à l’heure, si l’on échange la troisième ligne avec celle 
que l’on obtient en retranchant la sixième de la troisième, 
puis en supprimant la première colonne et la sixième ligne. 

Si on laisse de côté la troisième et la sixième équation, on 
trouve 

D TC 0 OU: 





Ï A1 A2 3 O 


O I b La bs 





I b, UE ba O | 


ce qui détermine les deux conditions pour que les équations 
proposées aient un facteur commun du second degré. 

Les résultats des recherches précédentes sur les équations 
à deux inconnues peuvent se résumer ainsi : 

Soient m et nr les degrés des deux équations, l'équation 
finale est de degré mn; dans des cas particuliers ce degré 
peut s’abaisser, soit parce qu'il existe un facteur commun 
dans les deux premiers membres des deux équations annu- 
lant leur plus grand commun diviseur, soit parce qu’elle pré- 
sente des racines infinies faisant disparaître les plus hautes 
puissances de l’inconnue. À chaque racine de l’équation 
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finale en x correspond, en général, une valeur de y donné 
par une équation de la forme 


AY + B = 0. 


Cette équation devient illusoire quand les valeurs de æ annu- 
lent À et B, y a alors deux valeurs données par une équation 


de la forme 
A17° A B1)° De C4 +0! 


SL AB; —=C —0, y a trois valeurs, etc. 

Ces résultats sont surtout mis en lumière dans la méthode 
de Labatie, parce que toutes les expressions dont on a besoin 
pour former les équations de condition ou les facteurs sont 
calculées pendant les opérations; cette méthode est plus 
commode quand on a affaire à des équations numériques, et 
doit être alors préférée; tandis que les méthodes d’'Euler et 
de Sylvester, qui donnent le résultat au moyen d’un détermi- 
nant, sont préférables dans le cas où le calcul complet des 
résultats n’est pas exigé. 


Méthodes de Bézout et de Laurent. 


34. Les méthodes d'élimination que nous avons dévelop- 
pées ne sont pas, en réalité, très différentes; elles se rédui- 
sent, en définitive, à déduire, des équations données, de 
nouvelles équations linéaires en y, et à en éliminer les y; la 
méthode suivante de Laurent à pour but de montrer leurs 
rapports. Soient f(y) —=o et o(y) = o les équations données 
que nous supposerons des degrés m et nz ou mn. Soient 
D(y); dy), …, 0, (7) des polynomes de degré n—1 linéaire- 
ment indépendants. En multipliant f(y) par ces polynomes 
et en divisant les produits par (7), on obtient 2 équations 
de la forme 


(1) G26r) 10) — qi )o(r) = & + bi + CN? +... + Gyn A. 
Considérons le déterminant des coefficients des restes 


HZ SEM a C3 RU NE 
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Soient A,, À, ..., À, les mineurs de R relatifs à la pre- 
mière colonne; si nous multiplions les équations (1) respecti- 
vement par ces mineurs, et si nous ajoutons, nous obtenons 
l'équation 


(2) HO) EAG(Y) — 8 (9) EAïqi(r) = R: 


x 


cette identité montre que tout facteur commun à /(y) et à 
o(y) appartient à R; et, comme R ne contient pas y, R—=o 
est la condition pour que f et + aient un facteur commun. Si 
les coefficients de f et de o dans (2) sont respectivement de 
degrés n —1 et m—1,/f et © ont un facteur commun du pre- 
miér degré et 0/6S HA IrES Lt ANTEQCE OC UUE"0: 

Si R n’est pas nul, (2) donne le théorème suivant : 


We ï 

Stf(y)eto(y) n'ont pas de facteur commun, on peut tou- 
Jours trouver deux polynomes À et B des degrés n—1 et 
m —1, respectivement tels que l’on ait identiquement 


Af(r)—Be(r)=r. 


Lorsque R — o, on tire des z —1 équations distinctes, obte- 
nuesten égalant les restes à zéro, les‘valeurs'de y; 72,2, 
Pins où vyrmdésiene AP rACINENCOMIHUNEMAM/U)HOMREL 
p(y)—o. 

On peut remplacer les fonctions 0 par des combinaisons 
linéaires de celles-ci qui soient linéairement indépendantes; 
les a, les b, ... seront ainsi remplacés par des fonctions 
linéaires de ces quantités; le déterminant R sera alors mul- 
tiplié par le déterminant de la substitution correspondante. 
En faisant varier les coefficients des 0, R acquerra des fac- 
teurs divers. Laurent prend les 0 égaux à 1, y, y?, ..., y"; 
dans ce cas, en désignant par Y1; Ya, -.., y, les racines de 
w(y)—o, les équations (1) deviennent 


(3) ne fCYx) = + biyr+.s + y t. 


Si l’on forme le déterminant qui a pour élément général le 
second membre de cette équation, on voit, d’après la forme 
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de cet élément, qu’il est le produit de R par 


nr 
Ji 


1n—1 
2 


CAT? 
D — 1 22 ) 


1919 19 


a” 2 . — 
MONA VS EURE 


comme D — o pour y; — Yy,, on voit que D est divisible par le 
produit des différences des racines y, et comme D et ce pro- 
duit sont de même degré, ils ne peuvent différer que par un 
facteur numérique, et il est facile de voir que ce facteur est: 
(voir p. 48); D? est donc le discriminant de o(7). Si, au con- 
traire, on considère le déterminant qui a pour élément général 
le premier membre de (3), on le trouve égal à 


HO Ce Cr) D 
RENTE ARE ES LR RENE 


on à donc 


ce qui (p. 45) donne la forme la plus simple de la résultante. 

Maintenant supposons qu'avec ce choix spécial des 6, l’on 
ait A, — 0 : le terme en y”-! dans Z2A;0, s’annule, le coeffi- 
cient de f(}7) est alors de degré n—2 dans (1)},et f(y)eto(y) 
ont pour R == 0 un facteur commun du second degré; si l’on 
a encore À, _,—=0o, ces fonctions ont un facteur commun du 
troisième degré, et ainsi de suite. Si le facteur commun est 
de degré nz —:1, il ne devra différer que par des facteurs 
connus de chaque reste; tous les éléments de R d’une même 
ligne sont alors proportionnels à ceux d’une autre ligne, et 
tous les mineurs de R sont nuls. 

Laurent évite les divisions à l’aide de certaines fonctions 
auxiliaires, mais le déterminant qui exprime la résultante est 
un peu moins simple; comme ces fonctions sont souvent 
utiles, nous allons les faire connaître. 

Soit F(y)—o une équation de degré m ayant toutes ses 
TACINES A1, Ass +.) Am inégales; on pose 


Hi) 


HE Dou)Fta 
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les £ sont des fonctions entières de degré m—1, Ë; se réduit à 
1 pour y—=a; et s’annule pour les autres valeurs de a; il en ré- 
sulte que, si L(y) est un polynome quelconque de degré m—1 
au plus, on a identiquement 


dCr) — La: )Ë1 —- V(a2)E2 +. . .—+ DIT): 
Si l’on prend d égal aux #2 expressions de la forme 
fCy) G(ai)—o(7y) f(a;) 
? 


.) Fu «&i 





on obtient en fonctions linéaires des £ qui, pour une racine 
commune de f(y)—=0, o(y)= 0, s’annulent à la fois; si l’on 
élimine les £ des équations obtenues en égalantles fonctions 
linéaires à zéro, on obtient la résultante. Laurent montre 
qu’elle contient en facteur le discriminant de F(y); dans les 
applications, il n’est pas nécessaire de former ce discrimi- 
nant; et l’on peut prendre pour les a des nombres arbitraires. 

Bézout, Cauchy et Cayley ont fait connaître des méthodes 
d'élimination qui, au fond, reviennent à prendre (lorsque 
m—n) 0,, 6, ... égaux aux coefficients du quotient de la 
division de o(x) par y — x; g3, q+, ... Sont alors les coeffi- 
cients du quotient de la division de f(x) par y — x. 


Systèmes de plusieurs équations à plus de deux inconnues. 
Théorème de Bézout. 


3). Bézout a démontré, pour la première fois, que l’élimi- 
nation de # — r quantités entre Æ équations conduit à une 
équation finale au plus égale au produit des degrés des équa- 
tions en question. 

Pour plus de simplicité, nous supposerons que les équa- 
tions données soient au nombre de quatre, nous les suppose- 
rons à quatre inconnues æ, y, z, u, et tout à fait générales des 
degrés m, n, p et g; nous supposerons m2n2pÎq. 

De la dernière équation, on tire w7 en fonction entière des 
autres inconnues et en fonction linéaire des puissances moins 
élevées de «, et, en multipliant par w, on peut ainsi obtenir 
toutes les puissances de « en fonction linéaire des puissances 
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inférieures à g. Si l’on porte ces valeurs dans les autres équa- 
tions, « n’y entrera plus qu’à la puissance g — 1 au plus; de 
même, de l’avant-dernière équation, tirons la valeur de z?, et, 
en continuant, on tirera la valeur de y” de la seconde. Ces 
substitutions faites, la première équation ne contiendra pas 
de termes divisibles par y”, 37, u, elle sera de forme entière 
et homogène dans le sens où nous avons déjà pris ce mot. 

Maintenant multiplions la première équation ordonnée par 
rapport à y, z, u, et dont les coefficients sont fonctions de x, 
par un polynome P, contenant tous les termes de la forme 
AyBzYuÿ non divisibles par y", zP, u7. Supposons que le 
premier coefficient de ce polynome soit égal à un. La multi- 
plication une fois effectuée, faisons encore disparaître les 
termes divisibles par y”, 3°, u7, l'équation contiendra autant 
des autres termes indéterminés que de coefficients indéter- 
minés, et cela sous forme linéaire; on peut les déterminer 
de manière à annuler tous les termes en y, z, « et le résultat 
est alors l’équation finale. 

Pour déterminer le degré de l’équation finale, nous obser- 
verons que le degré de la première équation est m». Le degré 
du facteur par lequel on l’a multipliée, et qui, au moyen d’in- 
dices convenablement choisies, est rendu homogène, étant 
L, le produit sera de degré m+k, le nombre des termes du 
produit est »pq, c’est Ile nombre des termes du produit 


(y Pie Eye) (Es... Hz 1)(itu+...+uit), 


qui ne diffère du premier que par ses coefficients qui sont 
linéaires par rapport aux coefficients indéterminés. Soient 
{®) un terme de P et «{”) son coefficient ; «(")/0 est de degré p, 
il se trouve multiplié dans le produit par un facteur de degré » 
en +. Le produit à la forme 


(auto + bal) +,,..)70 + (da0 + cat +... JIM E,..; 


si l’on égale à zéro les coefficients de /(), {1), ..., et si, entre 
les équations obtenues, on élimine «&f°), «(l), ..., ce qui se 
fera en égalant à zéro un certain déterminant, les termes de 
la diagonale sont les coefficients de termes de la forme 
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at") 40, Ces coefficients sont de degré m, et leur produit est 
de degré mnpq. Tous les termes de l’équation finale ont donc 
une somme d'indices égale à mnpgq, et, par rapport à x, elle 
sera de degré mnpq au plus. Il est facile de voir que ce degré 
n’est pas, en général, inférieur à m#npg; en effet, si l’on con- 
sidère les équations particulières 


æ—=; y", PET, imCUE, PEL, 


leur équation finale est bien de degré mnpgq. 


36. Si l’on n’introduit que pq — 2coefficients indéterminés 
dans P, on peut faire disparaître tous les termes, à l’excep- 
tion de celui qui contient seulement x et de celui qui contient 
une des autres inconnues au premier degré; on a alors une 
équation qui détermine cette inconnue lorsque l’on a tiré x 
de l'équation finale, et la discussion s'achève comme dans la 
méthode d’Euler exposée à propos de deux équations; cette 
méthode d’Euler, en réalité, est identique à celle de Bézout. 

Exemple : 


x? + ÿz = a?, y? + xz = b?, 322+ xy = c? 

On à 

PAM D PAT 7e 

z2 — ç2 = à 

93?3 = x —xe? +xry, 

ÿz? = c?y —xb? + x?z, 

V2 bc Dry — C2xz + x?yz 
et 


(Y3 + 3 +$iy +Yy2)(y3 +ax— a?) = 0. 


Si l’on effectue la multiplication et si l’on remplace y?, :?, 
7*3, 2° par leurs valeurs, on obtient, en égalant les coeffi- 
cients de y:, z, y et le terme indépendant à zéro, et en éli- 
minant les coefficients &,, GB, y», l'équation finale 


9 
2 


2x? — a? 0 0 I 

— 2x 242 — a? b? 0 
= 0. 

Pr c? 2x2 — a? 0 
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On voit que tous les termes d’une ligne diagonale sont du 
second degré, ce qui confirme ce que nous avons dit sur le 
degré de ces termes en général. Pour trouver y et 3, posons 


9 


(Gay +a)(y3+2?— 2) = 0 
ou 


32ÿ + do 9?35 + d1Y2 + 5 (22— 2) + a Y(x2— a?) + (x? — a?) = 0; 


si l’on remplace + y et y?3 par leurs valeurs, et si l’on égale 
à zéro le coefficient de yz, on a 


2(222— a? + a90?) + | ao(2x?— a?) + 2] — x(b2+ ac?) = 0: 
en égalant à zéro les coefficients de y ou de sz,on a 


V2 — (22? — a} ] = x[bt— (2x2 — a?)], 


3 [b2c2— (2x2 a] = x[ci— b(2x2— «&)]. 


Les équations que nous venons de traiter peuvent être réso- 
lues plus simplement, en ajoutant les deux dernières et en 
les multipliant entre elles, puis en éliminant y +3 et yz. 
L’équation finale du huitième degré se ramène au quatrième, 
énposant rw. 


31. Nous pouvons donner à la méthode que nous venons 
d'exposer une autre forme; elle revient, en réalité, à retran- 
cher d’abord de l’une des équations les autres, multipliées 
par des polynomes déterminés. Par exemple, pour faire dis- 
paraître de f —0o de degré r > p les termes qui contiennent 
DCR Dauemoyendeléquation 





©—= AP+ XP 1+,,.= 0, 
4 
on à 

x P = Q —+- 
EU 

LP = LO—axP+...= (Tr —4)9 +..., 
‘ i 

AL = Àn_p9 + ; 


où À,-, est de degré 7 — p, en sorte que, pour faire dispa- 
raître les termes en x?, ær+!, ..., on écrit 


f— By? 


où B,-, est un polynome de degré nr — p. 
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De cette façon si p,— 0, 9:—0, p;— 0, », — 0 sont les équa- 
tions considérées au n° 35, nous avons d’abord formé l’équa- 
tion 

O1—+ À po + Bo3+ Co, — 9, 


nous avons ensuite multiplié cette équation par un facteur, et 
nous avons combiné le résultat de la même facon avec les 
trois équations 9: 0, 03— 0, ®, — 0; nous avons alors trouvé 


Ao1+ (AA + A1)v2+ (AB + Bi)o3+ (C0 + Cp = oo 


et cette équation, quand on y suppose les coefficients du 
polynome multiplicateur convenablement choisis, est la ré- 
sultante ; en sorte que celle-ci est de la forme 


À1D1+ Aa Do + À Ds + A, = R —"0. 


“6 


r] 
J 


Théorème de Jacobi. 


38. Pour simplifier, nous ne considérerons, dans ce qui va 
suivre, que deux équations; néanmoins, nos conclusions se- 
ront tout à fait générales, et nos raisonnements pourront 
sans difficulté s'étendre à un plus grand nombre d'équations. 

Soient les trois équations 


o1(7,Y,3)=0, Da tiL se de 0, Os(T;Y, 2) — 0, 


a) 


pour la commodité du langage, nous supposerons que ces 
trois équations soient celles de trois surfaces. Alors les coor- 
données de leurs intersections sont les solutions de ces équa- 
tions. Soient m, n, p respectivement les degrés des équa- 
tions en question, posons »#2np =; nous désignerons par 
(x;y;3;:) les coordonnées des intersections et nous suppose- 
TONS LL D EE 

Il existe un théorème important sur les fonctions symé- 
triques des coordonnées des points d’intersection des trois 
surfaces, dû à Jacobi et que nous allons démontrer. 

Soit f(x)—0, une équation ayant toutes ses racines x;, 
Les +. Æn distinctes; en désignant par o(x) un polynome 
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quelconque, la formule relative à la décomposition en élé- 
ments simples donne 


Tj o(xi) 


(2 —2)f" (x) 


æœ@(x) 

f(x) 
formule d’où les termes entiers disparaissent si le degré de 
o(æ) est inférieur à ? — 1. Si l’on y faitx —o,ona 


, OT 
k = Ÿ ?( i), 
sd (a) 
et £ — o si le degré de o est inférieur à r — 1. 
Posons maintenant 


ei DEEE ALP OS ER HE ) 





A1191+ 12%2+ di3®3= X, 
(1) { Ào1®1+ Â22Da + do5®3 = Y, 
À 31 D1 + 32 Do + 3303 = Z; 


X, Y, Zne contenant respectivement que x, que y et que z, 
ces quantités sont de degré p; nous supposerons nos équa- 
tions générales, en sorte que le déterminant fonctionnel 

















001 091 09: 
TAN OL OZ 
pa pa 00» 
L Or d'os 
903 093 003 
DTRar Oz 


sera différent de zéro aux points d’intersection de nos trois 
surfaces. Nous poserons 


AZ) 3033, 
A sera le déterminant des équations (1), et nous aurons 
Ao;= A;X + B;Y + CZ. 
Nous pouvons combiner les p racines des équations X — 0, 


Y—o, Z—0o ensemble de p? manières; ces combinaisons 


comprendront les coordonnées simultanées des 4 intersec- 
P. D 
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tions de nos surfaces. Chacune de ces p° combinaisons an- 
nule Ao; et, comme les ® s’annulent à la fois et aux points 
d’intersection seulement, À devra s’annuler pour les autres 
combinaisons en nombre pp? — y. 

Le théorème de Jacobi apprend à évaluer la fonction sy- 


métrique 
U( T, SA 3 
MAT AT 47 
> D 


où d est une fonction entière quelconque, et où la somma- 
tion s'étend à tous les points d’intersection des trois surfaces. 
Si nous différentions les équations (1), en négligeant les 
termes nuls avec les ©, nous aurons 


Op + dv Os NE 
Mie Ce Gt qe Ne 
00: 00» 003 
PRE TES Cal 2e VAR 
(2) { Ans 5e 29y + A3 07 0, 
do: 002 003 
RE np PR As 
\ ki 3 AIT EE oz He 


et deux systèmes analogues. Formons le déterminant 


FOX RD TO 
X'YZ=]|0o Y'o 
DRE 


et remplaçons ses éléments par leurs valeurs (2), nous obte- 
nons le produit des deux dé erminants D et A, donc 


DA= XV 7. 


La somme que nous avons voulu évaluer se réduit alors à 


St 
AA 


elle doit s'étendre à toutes les intersections; mais on peut, 
sans inconvénient, l’étendre à toutes les combinaisons des 
racines de X —=0o, Y—0o, Z—0o, à cause de la présence du 
facteur À, nul pour les combinaisons qui n’appartiennent pas 
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aux intersections. Cette somme se décompose en d’autres de 


la forme 
» aa yh zY ” XX YB ZŸ 
NIVIZUE, X' DE 7) 


Ce produit, d’après ce que nous avons vu, s’annule quand 
«, P, y ne sont pas simultanément égaux ou supérieurs à p — 1. 
Si le degré de YA est alors inférieur à 3(x4 — 1), la somme en 
question sera nulle; si le degré LA est égal à 3(1 — 1), elle 
sera égale au rapport des coefficients de æb-1, yB-1, sk-1 au 
numérateur et au dénominateur. 

Comme la différence des degrés du numérateur et du dé- 
nominateur n’est pas altérée par l'introduction du facteur A, 
on peut dire que la somme en question est nulle quand le 
degré de Ÿ est moindre que le degré de D. 


Méthode de Poisson. 


37. Considérons d’abord trois équations des degrés mn, n,p 
(1) Om(T, Ÿ3 3) = 0, ANA INE DÉCLT, Se: 
Eliminons z entre les deux dernières, nous aurons 


l ne 
(2) RS (ay)=e. 

La dernière équation est de degré »p, et d,, d, sont des 
fonctions entières. Si donc on regarde æ comme une quantité 
connue, on aura »p valeurs de y et np valeurs correspon- 
dantes de z. Nous supposerons les équations données homo- 
gènes dans le sens déjà donné à ce mot, c’est-à-dire que nous 
supposerons, par exemple, à y'’z° un coefficient d'indice 
m — r —s dans la première équation, et ce coefficient sera 
une fonction entière de x dont le degré sera égal à son in- 
dice. Nos deux équations (2) sont alors homogènes dans le 
sens convenu. 

Nous appellerons fonctions symétriques des »2p solutions 
M EMA Va Zee des fonctions qui ne changent pas quand, 
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on permute à la fois z, et z,, y, et y. Les fonctions symé- 
triques des solutions seront des fonctions symétriques de 
Yi Yas .. Si l’on y remplace z;, 5:, ... en faisant usage de la 
première formule (2), et pourront être exprimées rationnelle- 
ment à l’aide des coefficients de la seconde équation (2), coef- 
ficients qui sont fonctions de æ. Comme les équations dont 
on à fait usage sont homogènes, les fonctions symétriques 
homogènes par rapport aux solutions seront homogènes par 
rapport aux coefficients. Par exemple 


J1Z21+ 232... + Ynpenp 


sera transformé en 


pi (x, r1) di (x, Ye) 
CRE AL î NP RL ER ANT —+ [_È" 2 
Wa, Ji) V2 4 (x, Ja) 


dar! 


et sera exprimable en fonction de æ seul, c’est-à-dire en 
fonction des coefficients des équations données. Comme nos 
fonctions symétriques sont fractionnaires, on doit s'attendre 
à ce que leur expression sera fractionnaire et que la diffé- 
rence entre le degré des numérateurs et du dénominateur 
sera le degré de la fonction symétrique. Nous allons prouver 
que le résultat est entier et que le dénominateur divise 
exactement le numérateur. En effet, s’il n’en était pas ainsi, 
il existerait des valeurs finies de æ rendant infinies des fonc- 
tions symétriques entières de Y4, 31, Vos 329 «.., Ce qui ne 
peut arriver que si l’une des quantités ÿ1, 31, Yo, 3», ... est 
infinie. Or, les équations L,— 0, L,— o sont tout à fait géné- 
rales, même quand x prend une valeur particulière, et l’on 
sait que de pareilles équations n’ont pas de solutions infinies. 

La condition pour que la première équation soit satisfaite 
par un des systèmes trouvés est 


(5) Om(Z; V1; Z1) Om(L, Ve; 22)... Om(L, np) Znp) = 0, 


ce produit est une fonction symétrique entière de æ;, y, 
Las Va, -.. et peut s'exprimer en fonction de z; chaque fac- 
teur est une fonction homogène de degré mn, et ce degré ne 
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change pas quand on passe des fonctions symétriques aux 
coefficients; l’équation finale est donc de degré mnp. 


38. Si l’on élimine s entre vo, — 0 et vo, —0o, on obtient une 
équation entre æ et y de degré mn; si l’on élimine 3 entre 
Pr —=0 et 9, —0, On obtient une équation de degré np. En 
éliminant y entre ces deux dernières équations, on obtient 
une équation de degré mn?p, rationnelle en x. On ne peut 
donc employer ce procédé d’élimination sans introduire de 
solutions étrangères; mais on peut utiliser ces calculs pour 
obtenir y puis z rationnellement en fonction de x. 

Il est facile d'interpréter les solutions étrangères, si l’on 
considère les deux équations en x et y : la première exprime 
que 0, eto,ontun facteur commun; la seconde exprime que 
2, et ©, Ont un facteur commun. L’équation obtenue par 
notre dernier procédé exprime donc que la première et la 
deuxième équation ont une solution commune, que la 
deuxième et la troisième ont une solution commune, tandis 
qu’il faudrait exprimer que les trois équations ont une solu- 
tion commune. 

Si l’on désigne par 


= . Un 4 AE SN mi). 
21: 25 ss 75 #4 9 #23 doses ©7s #19 ©9235 CrQ Of Er 


les valeurs de z tirées des trois équations, on peut combiner, 
pour les égaler, une valeur de chaque groupe, ce qui peut se 
faire dé z2np manières, tandis que l’on peut obtenir mn°?p 
combinaisons en égalant une valeur du premier groupe avec 
une valeur du deuxième, et une du deuxième avec une du 
troisième. 

Si l’on considère, par exemple, trois équations représentant 
trois surfaces du second ordre, en éliminant deux fois z, on 
obtient les équations des courbes du quatrième ordre qui 
projettent l'intersection de deux surfaces sur le plan des xy ; 
ces courbes se coupent en 16 points; 8 de ces points sont les 
projections des intersections des trois surfaces; les 8 autres 
sont les projections de points d’intersections de parallèles à 
l’axe des z, avec les courbes, intersections qui sont distinctes. 
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39. Nous avons montré que, dans un système de trois équa- 
tions de degrés m, n, p, deux inconnues pouvaient s’expri- 
mer rationnellement au moyen de la troisième, cette der- 
nière étant déterminée par une équation de degré mnp. Nous 
avons montré que, si les équations étaient tout à fait géné- 
rales, ce degré était précisément mnp. Dans des cas particu- 
liers, le degré peut s’abaisser; alors une ou plusieurs solu- 
tions sont infinies. De même, les valeurs de y et s exprimées 
en + pourraient être indéterminées; ce cas se présenterait, 
comme on l’a vu, à propos de deux équations, si, à une va- 
leur de +, correspondaient plusieurs valeurs de y et 3, don- 
nées alors par des équations de degré supérieur. 

On voit facilement que la démonstration que nous venons 
de donner s’étendrait à quatre équations à quatre inconnues, 
et nous n’entrerons pas, à ce sujet, dans de plus amples dé- 
veloppements. 


k0. La méthode que nous venons de donner pour le calcul 
des fonctions symétriques est très pénible et peut être sim- 
plifiée comme il suit : écrivons la première équation donnée 
ainsi 
Am—Uu = O, 


äm désignant les termes qui ne contiennent que æ, et — u 
désignant les autres termes; si, comme plus haut, on rem- 


place Ya, 33» Vos 329 . .. par leurs valeurs (3), w prend np va- 
leurs w1, U, ..., et l'équation finale est 
(4) (Am — ü) (mn = U) . (Am— Unp) — O; 


on exprime alors 3 rationnellement en fonction de æ et y 
[37 (2)], et si l’on porte ces valeurs dans «w, on à 


(3) TN AT 
Si l’on élimine y entre cette équation et 
(x, 7) 0: 


on obtient une équation en « de degré np; et quoique w se 
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présente sous forme fractionnaire, on voit, comme plus haut, 
que les coefficients de l’équation en « sont des fonctions en- 
tières de æ. Comme l’équation en « peut s’écrire 


(u—w)(u— us)... (U—Uunp)=0, 


il suffit d’y remplacer « par a, pour obtenir l’équation finale. 

On pourrait aussi bien tout de suite remplacer « par a, 
dans (5), ce qui revient à éliminer y de l’équation L—o et 
de la première après en avoir fait disparaître 3. Mais la forme 
du résultat serait changée, et l’on ne verrait pas immédiate- 
ment le facteur que l’on doit supprimer, tandis que l’on sait 
que, quand on à «, c’est le coefficient de w”?. 


Exemple. — De 
LH Ys = Q?, 


J?+ zx = ?, 


224 LY = C? 
on tire 
p2= 7? a ner 
MES TRS MERE JY— 20y?+ x3y — ex? + bk—= 0; 
b2y7 — 73 
VE UE, i— y +uxr =0; 


L 


éliminons y entre les deux équations en y, le coefficient de uw“ 
sera supprimé et, à la place de x, on mettra a? — x?; on 
retrouve ainsi l'équation en æ du huitième degré trouvée 
page 62. 
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CHAPITRE IV. 


TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. 


Transformations linéaires. 


k1. Étant donnée une équation, on peut en déduire d’autres 
dont les racines sont liées aux racines de la proposée par des 
relations données. 

Étant donnée l’équation 


(1) f(x) RE 
on peut former une équation 
(2) o(u) = 0 


telle qu'entre les racines x et u de ces équations il existe la 
relation 
a+ bu a CT 


À 
3 ZX = ou U—= —————;, 
(9) c+ du dE D 





où a, b, c, d sont indépendants de w et de x. 
Pour obtenir l’équation (2), il suffit de remplacer dans (1) 
æ par sa valeur (3); on obtient ainsi l’équation 


(4) (ES) — 0 


CL du 


qui, après l’évanouissement des dénominateurs, se ramène à 
la forme ordinaire. 

Pour résoudre l’équation (1), on peut résoudre l'équation 
o(u)—o et remplacer, dans l’expression de x en fonction 
de w, u par sa valeur; les équations (1) et (2) sont donc de 
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même degré et chaque racine de l’une fournit une racine de 
l’autre. Si l’une des équations est irréductible, l’autre l’est 
aussi; en effet, si l’une d’elles était réductible, elle se décom- 
poserait en d’autres plus simples que l’on pourrait transfor- 
mer individuellement, et l’autre équation serait elle-même 
décomposable. 

On peut effectuer la transformation en posant successive- 


ment 


b ad — DC 
DU ; Uy — : LE mPRELS 


d 


d? Ua 


de sorte que les transformations linéaires se ramènent aux 
{rois types 
HE CNTÉ BU EN: PEER 
ul 
42, La substitution æ — au fournit une équation dont les 
racines sont avec celles de la proposée dans un rapport fixe. 
Si l'équation proposée a des coefficients fractionnaires (le 
coefficient de la plus haute puissance de l’inconnue étant ré- 
duit à l’unité), on peut toujours disposer de « de telle sorte 
que l’équation transformée ait tous ses coefficients entiers. 
Si l’on a, par exemple, 


«a 4Æ C 
fCe) = gn+ ani he Ce ei O 
; b, )2 On 


ep u : UT 
D'HLOHETOSeZ >) etsi l’on multiplie par &”, on a 


« : « 
p(u) = ur + UMR diurne ME ton 0: 
bn Da )n 
«d (ls « n . 
pour que F &, A RARES L. +" perdent leur forme fraction- 
?1 ?2 ?n 
= + . (441 (1) 5 . 
naire si toutes les fractions FREE sont irréductibles, 
1 2 


il faut que & contienne les facteurs premiers ou littéraux qui 
entrent dans b;, b:, ..., b,. Pour trouver l’exposant g avec 
lequel un facteur £ doit entrer dans «, on observera que G?7 
entrera en facteur dans æ; si donc, dans le dénominateur bd, 
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. , * . . 14 
il entre le facteur GB", il disparaîtra si pg2r ou si ET On 


divisera donc les exposants des facteurs qui entrent dans les 
dénominateurs par l'indice du terme correspondant et l’on 


. . 12 
prendra pour exposant g de 8 le plus petit entier tel que g2 Si 
Exemple : 


I I I I 
LH — 2 + LH ——L+ —— =0; 
ab a? b a* L? a b3 É 





les exposants de a dans les dénominateurs sont 
1,420, 00, 
en les divisant par 1, 2, 3,4,0ona 


PART 
LAON 


la valeur entière minima plus grande que toutes ces quantités 
est 2; un calcul analogue pour b donne 


2 
asl:e 
COURS 
&|os 


on à AINSI 
= 
et l'équation transformée devient 
ui+ au + a bu + a bu + ab —0; 


si l’on prend &——1, où æ ——u, on obtient une équation 
dont les racines sont égales à celles de la proposée changées 
de signe. 


13. La substitution 


T=u+h 


peut servir, en choisissant convenablement , à faire dispa- 
raître un terme de l’équation. La formule de Taylor, en l’ap- 
pliquant à 


(5) f(x)=at+ ax 1+ ax +... + an-1X + An= 0, 
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donne, en effet, 


| Se mes 
(6) « 
| RO ES OP 


LÉeCOCIHGenRIen Test car (A) —raMercoericientide 
u"-l'est a +.nh; on le fera disparaître en Het 


Le coefficient de uw’? est 
a@æ+(n—1)ah + Sn(n—1)h?; 


et on pourra le faire disparaître de deux manières par des 
choix convenables de 2. En général, le coefficient de uw? 
pourra s’annuler pour p valeurs de 2 qui sont racines d’une 
équation de degré p. Si l’on veut annuler le dernierterme, il 
faudra résoudre une équation du degré 7, qui, au nom de 
l’inconnue près, sera identique à la proposée, ce qui s'explique 
en observant que faire disparaître le dernier terme, c’est ex- 
primer que l’équation transformée à une racine nulle, ce qui 
revient à trouver les valeurs de À qui, soustraites des racines 
de [a proposée, donnent une différence nulle. Les valeurs de 
k en question sont donc les racines de la proposée. 


Exemple : 
xi+Ax+Br+C—=o 


se ramène à la forme 
+ au + b—=0o 


en posant 


. alors 
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kk. En combinant les deux substitutions dont il vient d’être 
question, on obtient la suivante : 


x=au+ À. 
Nous examinerons le cas particulier 
(7) x=h—u. 


Il peut arriver que l’équation en w, abstraction faite du 
nom de l’inconnue, soit identique à l'équation proposée: si æ; 
est alors une des racines de cette dernière, À — x, en sera 
une autre ; appelons-la +,; alors 


(8) Li+ Lo = À; 

comme +, est une racine arbitraire, l'équation jouira de cette 

propriété que les racines ont deux à deux pour somme #, et, 
+. ; T : ; L 7 
si l'équation est de degré impair, une racine sera égale à * 


2 A L4 æ e Ld L L . 
et le facteur x — ; Peut être éliminé par la division; nous 


supposerons alors l'équation de degré pair. 

Une telle équation peut être résolue à l’aide d’une équation 
de degré moitié moindre et d'équations du second degré. En 
effet, si l’on pose 


(9) y=ax(h— x) ou 2?—hx+y=0 
#- . r 7 P2) 
dans l’équation donnée (5), y n’aura que = valeurs ; car 


Vi= Li — x) et Ya = La(h — Lo) 


sont égaux en vertu de la relation x, + x:= 4. 

Les fonctions symétriques des y seront aussi des fonctions 
symétriques des æ; cette considération permet de former 
l’équation en y; mais on peut aussi l'obtenir en éliminant x 
entre (5) et (9). 

Si l’on peut résoudre l’équation en y, f(x) pourra se dé- 
composer en = facteurs du second degré comme il suit : 


Fa) = (hr EM) T7) (a Rx +Ya). 
2 
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On voit, en comparant cette valeur de f(x) avec (5) que 
24 =—nh. 


Si l’on veut vérifier qu’une équation jouit de la propriété 
en question, il n’y à qu’à voir si elle est inaltérée quand on 
24; 


change æ en — Hate 


Exemple : 
L6— 9x$ + 302* — 4528 + 25x22 + 6x + 4 — 0. 


Cette équation ne change pas quand on remplace x par 
3 — æ; Si l’on élimine zx à l’aide de la relation 


XSLT = 0, 


on trouve 
VE PU 0, 


qui se décompose en 


Y—I1=0 el HV 0, 


Équations réciproques. 


#5. Si, dans une équation dans laquelle x est l’inconnue, 

on fait la substitution 
[ 

(1) Li 0 
on obtient une nouvelle équation dont les racines sont les 
inverses des racines de la proposée. Si l’on tombe sur une 
équation identique avec la proposée, celle-ci a ses racines 
deux à deux inverses l’une de l’autre; si elle est de degré 
pair et si elle est de degré impair, une racine devra être égale 
à +1. Dans ce dernier cas, on supposera que l’on ait écarté 
le facteur æ 1 par la division; alors l'équation peut être 
résolue au moyen d’une équation de degré moitié moindre 
et d'équations du second degré. 
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En effet, si l’on pose 
I 
(2) MUR ou L?— AY +I=O, 
les valeurs de y 


l I 
= di + — et = Let — 
Ji re J2 Re 
seront égales si 4,4,—1; y a donc moitié moins de valeurs 
que æ. On obtient l'équation en y, en éliminant x entre la 
proposée et (2). 
La condition pour qu'une équation soit réciproque est 


Li 4 g- il 
qu’elle reste inaltérée quand on y change x en no dans le cas 


où l’équation est de degré pair, il faut que la suite des coef- 
ficients soit symétrique (le premier doit être égal au dernier, 
le second à l’avant-dernier, etc.). Si l'équation est de degré 
impair, la suite des coefficients doit être symétrique si l’on 
peut diviser le premier membre par æ +1; si le premier 
membre peut être divisé par æ — 71, la suite des coefficients 
doit être symétrique, à cela près que les coefficients numéri- 
quement égaux doivent avoir des signes contraires. La forme 
générale des équations réciproques de degré pair est donc 


(3) 2+i+ (ait x) + a(r 2 x2)+...+ an = 0. 


La réduction peut s’obtenir de la manière suivante : on di- 
vise par x” et l’on a 








1 1 I 
(4) a+ pr + di (Ge se =) (er DE nel +... An = 0; 
on pose 
(0) EH vs 


d’où 


TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. 79 
et, en multipliant membre à membre ces deux formules, 


LI + — = y — 57. 


A 
En général, si l’on fait 


I 
(6) XP + 7 n — Sps 


en multipliant par æ + - 04 


(7) Sp+1—=ŸVSp—Sp—1; 


formule qui permet de calculer successivement 53, 5,, 55, .. 
On obtient une formule générale pour le calcul de s, à 
l’aide de la théorie des fonctions symétriques. En effet, x et 


I 0 7 . 
= Sont racines de l’équation 

22 0. 
Or on a trouvé [2#, (15)] 


TT 
P( k 


1.2 


Sp =YP— pyPT2+ RCE ER 


(8) 
| D nt 9 EE a 
din D M ON AL J 


rp-2 +... 


Quand le produit de deux racines quelconques d’une équa- 
tion est égal à k, on abaisse cette équation par la substitu- 


tion 


k 
SRE ne) 
t 


d'une manière analogue à celle qui permet d’abaisser les 
équations réciproques. 


Exemple : 


ÆT—1—=0; 
en divisant par æ—1,ona 


Xi 2H at + 2ai+Xi+ XL +I=O, 
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que l’on peut réduire à 

W+uU?—2QU—1—= OO. 
Exercice. — La substitution 


A CtbU 
1 Lu 


Sp 


peut être utilisée pour faire disparaître le deuxième et le troi- 
sième terme de l’équation du troisième degré. 


Formation des équations dans lesquelles une racine est fonction 
de plusieurs racines d’une équation donnée. 


k6G. Jusqu'ici, l'équation cherchée avait chacune de ses ra- 
cines fonction d’une seule racine de la proposée. On peut 
aussi former des équations dont les racines soient fonctions 
de plusieurs racines de la proposée. Un exemple de ce cas à 
été traité lorsque nous avons cherché l'équation aux carrés 
des différences dans laquelle chaque racine est déterminée 
par deux racines de la proposée. D’une manière générale, on 
peut déterminer une racine de l’équation cherchée au moyen 
de la relation 


1) x = Save rap). 


On obtient alors toutes les racines de l’équation cherchée, 
en remplaçant les p racines æ qui figurent sous le signe f 
par les racines de la proposée de toutes les manières pos- 
sibles; si l’on suppose que f soit une fonction rationnelle, 
cette fonction aura autant de valeurs qu’il y a de manières de 
prendre p racines parmi celles de la proposée. Si l’on repré- 
sente les valeurs par fi, f:, ..., fu, l'équation cherchée sera 


(2) CETOMESE Er) 


Comme le premier membre de cette équation est une fonc- 
tion symétrique de fi, fr, ..., fu, il Sera aussi une fonction 
symétrique des racines de la proposée et pourra s'exprimer 
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rationnellement en fonction de ses coefficients. L’équation 
cherchée aura donc ses coefficients rationnels, si les coeffi- 
cients de la proposée sont eux-mêmes rationnels, et son de- 
gré sera le nombre des valeurs de la fonction f. 


K7. On peut suivre une autre voie pour trouver l’équation 
cherchée et faire usage de l’élimination; mais on peut ainsi 
introduire des solutions étrangères dont il faut se débarras- 
ser. Considérons, par exemple, l’équation générale de degré x 
et proposons-nous de trouver l'équation dont les racines sont 
données par la formule 


VENT ALI, 


«/ 


où & est un nombre donné; on en tire 

(4 ) Li=ÿ — ALe 

et, Comme x, est racine de l’équation donnée f(x) — 0, 
(5) f(Y — 4x2) = 0. 


Si l’on ordonne cette équation et si l’on écrit x au lieu de æ,, 
on à 


(6) OPA NP Cr} 0: 


Ces deux équations doivent avoir une racine commune, ce 
que l’on exprime en éliminant x; la résultante est l’équation 
cherchée en y. 

On voit que les équations (6) auront une racine commune 


quand on aura 
Y= Lp+ AL 


ce qui n'exclut pas le cas où l’on aurait x, —x, contraire- 
ment à ce que l’on suppose : l’équation transformée aura donc 


pour racines étrangères les valeurs de (1 + «)æx,; toutes ces 
quantités sont racines de 


et pourront être écartées. Alors la résultante, qui était de 
1 6 
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degré »?, pourra être réduite au degré #2 (7 — 1), etaura pour 
racines les valeurs de z7, + 4%, æ, et x, étant supposés diffé- 
rents. 

Pour &—1, les racines de l’équation finale deviennent 


égales deux à deux et, par une extraction de racine carrée, 


UNE) 
nombre des va- 





cette équation se réduit au degré 
leurs distinctes de æ, + æ3. 

Plus loin, nous développerons une autre méthode qui per- 
mettra de faire usage de l’élimination sans introduire de so- 
lutions étrangères. ( Voir Calcul des racines imaginaires des 
équations numériques.) 

D'une manière analogue, on voit que l'équation qui à pour 
racines les produits des racines prises deux à deux des ra- 
cines de l’équation proposée s'obtient en éliminant x entre 


(9) fosse à f(£)=e 


la résultante admet comme racines étrangères les carrés des 
racines de la proposée. 


48. On peut utiliser les relations qui existent entre les coef- 
ficients et les fonctions symétriques des racines pour écarter 
de l’expression donnée plusieurs racines et ensuite faire usage 
de l'élimination. Soit, par exemple, l’équation 


LD + AL? + GT + As = O 


et 
Li 

UE Ti + Lo 

Si l’on fait usage de la relation 
Lt Lot Lez = — 
qui donne 
— T1 
1 DT 
Li + Li 


on obtient l'équation cherchée en éliminant x entre la pro- 


posée et 
T(Y +1) +YA = 0. 
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Si l’on voulait avoir, pour la même équation, l'équation aux 
carrés des différences, on aurait 





4% 
2 


J=(i-t) = (+ te) — frite = (as + da)? + x 
T3 


et il faudrait éliminer + entre la proposée et 


AY = A(u+x) + 4a3. 


Méthode de Tschirnaüs pour faire disparaître des termes 
d'une équation. 


49. Soit donnée l’équation 
(1) A + AN + QE +... + Gn1X + An =0; 


posons 


(2) Y = bo+ dix + bar? +... + 0, x, 


où p < n. Si l’on élimine x entre (1) et (2), on obtient-une 
équation de degré x en y, car y a autant de valeurs que x. 
Pouréliminer +, on peut faire usage des méthodes exposées 
plus haut; on peut aussi procéder comme il suit : On élève (2) 
au carré, au cube, etc., en éliminant à l’aide de (1) les puis- 
sances de + supérieures à la (72 — r)iè%e, on obtient ainsi une 
série d'équations de la forme 

DAC IG Car Eee, 
ui V= do+ dx + dix3+..., 


se : 


remplacons, dans ces équations, x successivement par toutes 
les racines de (1); en ajoutant les équations ainsi obtenues 
et en appelant s,, s,, ... les sommes des puissances sem- 
blables des racines de (1); S;, S2:, ... les sommes des puis- 
sances semblables des valeurs de y, on aura 


/ St nb9 + bi51 + Dose +. be 
\s 


2 — Co + C1 581 + Co So +. .., 


ds els brel dre es © s 010: 0e cles ed /9 0 0 6 4 
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Si» $», -.. pourront être calculés en fonction des coefficients 
de l’équation (1) et, inversement, les coefficients de l’équa- 
tion cherchée pourront être calculés en fonction de S,,S;, ... 
à l’aide des formules connues. Les coefficients indéterminés 
Dos 01, -.., db, pourront être déterminés de manière à faire 
disparaître p coefficients de l’équation en y. Si l’on pose 
ainsi 
SO, Ds 0, SE 0; 


A 


on fera disparaître le deuxième, le troisième et le quatrième 
terme. La première équation est du premier degré, la 
deuxième du deuxième degré, la troisième du troisième de- 
gré par rapport aux coefficients indéterminés. On voit qu’il 
faudrait, en apparence, résoudre une équation du sixième 
degré pour faire disparaître ces trois termes; mais Terrard a 
montré qu'il suffisait pour cela de résoudre une équation du 
troisième degré. 

La première équation S,— o est homogène et du premier 
degré en 0,, b1, ...; à l’aide de cette équation on peut élimi- 
ner un coefficient dans S, —0 et S, — o qui sont homogènes 
du deuxième et du troisième degré, et qui ne cessent pas de 
l'être après l’élimination du coefficient en question. Prenons 
p—=&4, on pourra disposer de cinq coefficients; S, est alors 
une fonction homogène du second degré de quatre d’entre 
eux et peut se mettre sous la forme (voër 50) 


API + LpPi + asp} + AP}, 


Ci Cas C3, O, étant des nombres connus et p1, Pos Ps, Pi des 
fonctions linéaires homogènes des coefficients indéterminés. 
Si l’on pose 


(5) AP + %2P3 = 0, GS PÈ + ap —0, 


on obtient, au moyen d’extractions de racines carrées, deux 
équations linéaires, à l’aide de ces équations, on pourra faire 
disparaître deux coefficients indéterminés de S;=o; l’un 
d'eux est arbitraire, l’autre sera déterminé par une équation 
du troisième degré qui, résolue, fournira les valeurs des 
autres coefficients. 
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90. Nous avons admis qu’une fonction homogène du 
deuxième degré pouvait affecter une certaine forme particu- 
lière, et il nous reste à le prouver, ce qui se fait comme il 
suit : 

Soient æy, Los +. Zn, R Variables; une fonction homogène 
du deuxième degré de ces variables peut se mettre sous la 
forme 

ax? +2aPzxi +, 


où æ est un Coefficient rationnel ou irrationnel et P et Q sont 
respectivement du premier et du second degré et ne contien- 
nent pas æ,; celte expression peut se mettre sous la forme 


(ax; + P} + Q — P?, 


où Q — P? est une fonction homogène du deuxième degré qui 
ne contient pas +, et peut être traitée comme la précédente. 
in continuant ainsi, on décompose la fonction donnée en un 
nombre de carrés au plus égal au nombre des variables. 
Cette démonstration est en défaut lorsque tous les termes 
de la forme ax? manquent. Dans ce cas, la fonction est de la 


forme 
L1La+ Ati + Br: = (2x1 + B)(x2 + A) — AB, 


où À et B sont indépendants de x, et æ,; mais alors on a 
(Xi + B + Lo À }? — (Ti + B — X2 — À }? —= 4 (Xi + B)(x2 + A), 


et nous pouvons, en introduisant deux carrés, nous débarras- 
ser de deux variables. 

Nous reviendrons plus loin sur cette question. 

Si l’on applique la méthode précédente à l'équation du cin- 
quième degré ou à l'équation aux inverses, on obtient les 
transformées 


a+ ax + b = 0, aÿ + axt+ b — 0. 


“ms à Q © — 
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SUR LA SOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS. 
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L'ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ OU ÉQUATION CUBIQUE. 


Méthode de Hudde. 
91. L'équation du troisième degré 
(1) Xi—1—=0 
est irréductible. Ses racines sont 1, «et 6, et l’on a 


= : . 9 Es P . À 
( 2) À — sue k 8 tt * ivs, 


> ; » 


entre ces racines, on a les relations remarquables 


1+a+f$—=0; 1+ a+ $2— 0; CE SE 


L'équation générale du troisième degré, ou équation cu- 
bique, est de la forme 


33+ Az2+Bz+C—=o; 


la substitution 


la ramène à la forme 
(67) a+ ax + b —=0 


que l’on peut résoudre de plusieurs manières. 
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52. Nous remplacerons æ par deux nouvelles inconnues 
P; g; en posant 


(4) X—=p+rq; 
l'équation (3) deviendra alors 
pi+qgi+b+(3pq + a)(p +q)—=0, 


et sera satisfaite si l’on détermine p et g au moyen des deux 
équations 


« 


(5) pi+qgi=— 0; PO RES 
En élevant la dernière au cube, on a 

Ve a \> 

(6) D'qe —— (5) . 


Il est à remarquer que l’on obtiendrait encore cette der- 
nière équation en remplaçant a par œa ou Ga. 
p* et g* sont racines de l’équation 


, Tu Qu 


et sont déterminés par les formules 


Me he Cet) 


d’où l’on conclut 








eo e=4ÿ/-2+ (+0) V0") 


formule connue sous le nom de formule de Cardan. Comme 
une racine cubique a trois valeurs, on a, pour +, neuf va- 
leurs ; il s’est donc introduit six racines étrangères; cela tient 
à ce que l’on a remplacé la deuxième équation (5) par (6) : 
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les neuf valeurs sont racines des trois équations 


a+ ax+b—=o, 
(10) L8+aax + b = 0, 


a+ 8ax + b = 0. 


Pour séparer les racines de ces équations, nous observe- 
rons que chacune d'elles est relative aux hypothèses respec- 
tives 
(11) pq=— 3; PA=——: pq = À. 


9 





Si a et b sont réels, p et 4 doivent être choisis de telle sorte 
que leur produit soit réel. Nous avons trois cas à considérer: 


b\? 3 ’ 
1° (:) + (5) 0 10 CUP SOILE lééls ietgIOntUNEeyesS 
3 | 


tème de valeurs réelles; si l’on désigne ces valeurs réelles 
par p, et g:, tous les systèmes des valeurs de p et q seront 


(12) ES CAT TION NUIT UNS CTI 
et l'équation proposée aura pour racines 
Li — Pit 415 La = Pa +16; T3 = P1B + q12, 


de manière que pg soit réel dans tous les cas. La deuxième 
et la troisième équation (10) auront pour racines 


Pi qi; Pit+q1; PB + q1b, 
Pi+gq1iB; PiB—+qi; Pit +qia. 
On peut aussi poser 


ce «a «d 
(29) Due ou Fa 2 


et l’on n'obtient alors que les véritables racines. Dans le cas 
que nous venons d'examiner, l’équation à une racine réelle 
et deux racines imaginaires. 


MDN? a\35 : . ’ 
DS (2) mr. (ai — 0, pi et g, Sont égaux, l’équation a ses 


racines réelles; mais deux d’entre elles sont égales. 
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2 
p et g Sont également imaginaires, mais on peut accoupler 


b\2 \ 3 ; SHREE 
3° (2) + (5) — o. Dans ce cas, p° et g° sontimaginaires, 


+ «& s z ‘ 
leurs valeurs de manière que pq = — = soit réel; soient p: 
J 
et g, de telles valeurs. Les formules (12) fourniront encore 
les racines, même lorsque a et b sont imaginaires. 
Quand a et b sont réels, les racines affecteront une forme 
imaginaire; il est facile de montrer qu’elles sont réelles. On 


a, en effet, 





Si l’on pose alors 


/ / TE PA: , 
(15) — = =7rcost, EAN — (©) 0) = r Sin, 
#1, . 2 3 


on trouve 








(16) p'=r(cost=e7sin 0); qgè= r(cos0 — à sin), 
où 
b 
(17) dt \/ L EE OR Dn 
J 


9 est donc dans le premier ou le second quadrant, car sin 0 est 
positif. On a alors 





\ 


| Ne PT PA Tr =. 247 +0 
I =, 5 Tin ra) 








3 
(18) 4 
EN 2 kr + 6 2k7r + 0\ 
la =4/—;5 (cos 5 — — }) 
et 


où # doit recevoir les valeurs o, tr, 2. 
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Les trois racines, dans le cas qui vient de nous occuper, 
sont donc réelles et inégales. On lui donne le nom de cas 
irréductible. On ne peut représenter les racines au moyen de 
radicaux que sous une forme imaginaire. 

Lorsque l’on essaye de calculer p et g sous la forme 


ART 


sans faire usage de fonctions trigonométriques, on est fatale- 
ment ramené à l'équation donnée. 


Méthode de Lagrange. 


53. Lagrange cherche à déterminer une fonction des racines 
qui, une fois connue, permette d’en utiliser les racines. La 
fonction considérée par Lagrange est 


Lt T=(ri+ axe + xs}, 


OÙ Li, Lss &3 SOnt les racines de l’équation proposée et «, 6 
les racines cubiques imaginaires de l’unité. Cette fonction 
dépend d’une équation du second degré; en effet, elle n’a 
que deux valeurs, car les six valeurs qu’elle semble prendre 
quand on y permute les racines ne sont pas distinctes; ainsi, 
on à (51) 

Li a Xo + Bars = a(Brit+ rot ars) = f(am+ Brita), 


ab 


(ti + a ta + Br) = (Bars + da + axa) = (ax + Pro + 23) 
y n’a donc, en réalité, que deux valeurs distinctes, soit 
J1—= (Li + a Lo + Bxs)3, J'2 — (A Li + Lo + Bars}, 


dont la somme et le produit peuvent s'exprimer rationnelle- 
ment au moyen des coefficients de l’équation. On trouve 


Y?+ 2707 — 27 — 0, 
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et les racines sont données par les formules 
le Ts = 0: 
Li + A La + Pts — Ÿ 1; 


_. Or De 
LI E Lo P 3 — Vr2; 


Nous ne ferons pas de discussion. 


Méthodes de Tschirnaus et d'Euler. 
54. Ces deux méthodes, au fond, rentrent l’une dans l’autre ; 
en posant 
(1) RENE 


et en choisissant p et g de manière qu’en éliminant y entre 
cette équation et 


(2) Ted 


on trouve l'équation proposée. On peut aussi se proposer de 
ramener l’équation à la forme (2) en posant 





Ra DE 
Ce + 
Exemple : 
XI + AX— IL —I—O, 
ï 7 m Tee (2 3 
C=Y——> V3— LY— — —0 Le — |( —- 40 
UE s 90 27 5%) 0e 
A 
54 [ 
COSO = "+ — =; (2700064 
VC) 27 
f 
2 y 2PT + Ÿ 
Re V COS - - 
5 V7 3 


Problème. — Quelles sont les équations irréductibles du 
troisième degré dont une racine peut s’exprimer rationnelle- 
ment au moyen d’une autre? 
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Si æ, et æ, désignent les deux racines, on pourra poser 
M = a + brs+ cxi, 


car toute fonction rationnelle d’une racine affectera cette 
forme (26). 
Soit 
J(x)= 2 + prx+qzx+r—=o 

l'équation demandée et W(x) —o l'équation qui à pour ra- 
cines!les trois valeurs de a + bx, + cxi: f(x)=0et W(z)—=o 
ont alors une racine commune et, comme f(x) est irréduc- 
tible, toutes leurs racines doivent être égales deux à deux; 
comme on ne peut pas avoir, par exemple, 


Z3= a + bxz + cx?, 


car æ, serait racine d’une équation du second degré, il faut 


que l'on ait 
L= A + bxs + cr, 


La a + bxz+ cxi, 


Ti AH DT CL. 


On tire de ces équations 


> p?—53 q 


VD 


D = (x; — x2 }? (La — La)? (Xe — x1 )? (voir JOUR 


b et a contiennent (/D au dénominateur; mais ils ne contien- 
nent pas d'autre irrationnalité. Toutes les équations du troi- 
sième degré pour lesquelles VD sera censé connu jouiront 
alors de la propriété demandée; en prenant VD successive- 
ment avec le signe + et avec le signe —, on aura deux racines 
en fonction de la troisième. 
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L'ÉQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ OU ÉQUATION. 
BIQUADRATIQUE. 


Méthode de Lagrange. 


59. La résolution de l’équation du quatrième degré s’effec- 
tue au moyen d’une équation du troisième degré, que l’on 
appelle la r'ésolvante. L’inconnue de cette dernière équation 
est une fonction des racines de la proposée qui n’a que trois 
valeurs. Il existe plusieurs fonctions jouissant de cette pro- 


priété, par exemple 
Li Lo + La, 


(ti + Ta)(Xs + xs), 
(Ci Co Et CS cl}, JÉa 
Lagrange fait usage de la première; il pose 
(1) PV1= Lilo + A3 Xe; Je — M L3 + Lo, ; F3 = Lily + L2d3. 
Si l'équation donnée est 
(2) f(x) = x'+Aai+Ba?+ Cr + D — 0, 
on à 
Ja rs 
ViY2+Y1Y3+VaY3 = 2%Î Lits = AC —4D, 
ViVaŸa = Exi ratad, + Zxi xè xè = D(A?— 4B) + C?; 
la résolvante est alors 


(3) Y3— By2+ (AC--4D)y + D(4B — A2) — C2 = 0. 
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Méthode de Descartes. 


96. Descartes pose 
f(x) = (a+ ax + a2)(x?+ Bix + fe) 


et l'identification lui donne 


a+ Bi = À, 
di Bi + ao + fo — B. 
a1B2+ ia —=C, 


Si l’on fait alors 
a2+ Bo= y, 


et si l’on élimine «1, B1, &, PB, entre ces cinq équations, on 
trouve une équation en y identique à celle que nous avons 
obtenue plus haut. Cela s’explique en observant que «, et G, 
sont les produits de couples de racines et &, + 6, est la fonc- 
tion utilisée par Lagrange ; on pourrait tout aussi bien poser 


Dr Ul ou y—=(xi— 8B:}, 


et y serait toujours une des fonctions possédant trois valeurs 


identiques à celles que nous avons citées plus haut. 


Méthode de Ferrari. 


91. Ferrari, qui a le premier résolu l'équation du quatrième 
degré est parvenu à la même résolvante que Lagrange et que 
Descartes. Il écrit l’équation sous la forme 


(1) (a+ Lx +2) = (- B +7) x? + (2 —— c) X + =D, 

et il détermine y de manière à rendre le second membre égal 

à un carré parfait; en écrivant cette condition, on retrouve 

la résolvante de Lagrange, et y a encore la même significa- 

tion que plus haut. Si l’on désigne par S? le second membre 
p: 7 
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de (1), lorsque y a été déterminé comme on vient de le dire, 
on à 


A L2 
2 —X — ‘— mi en == 
(2) DEEE D 10, 


et l'équation du quatrième degré se décompose en deux autres 
du second degré qui fournissent les racines cherchées; on a 
ainsi 


L1L2 — == S, Ls Ly —= 


et, par suite, 
= L1L2 + Lg Li, 


Méthodes de Tschirnaüs et d'Euler. 


58. Tschirnaüs ramène l’équation à la forme 


J*+Pr2+Q0=0o 
en posant 
a bx + x? 
et il détermine a et b de manière à annuler les coefficients 


ER MAPA MUSÉE 
Euler élimine y entre 


æ= à + by + cy?+ dy3 
et 
Me E; 

et détermine a, b, c, d et e de manière que la résultante 
coïncide avec l'équation proposée. Nous n’indiquerons pas 
comment les racines de la proposée dépendent de l'équation 
du troisième degré que l’on obtient ainsi. Euler a aussi in- 
diqué une méthode analogue à celle de Hudde pour le troi- 
sième degré en posant 


DD qHr; 


ou peut disposer de p, q, r de manière à décomposer l'équation 
en trois autres qui font connaître p?+qg?+7r?, p?q?+p°r?+q°r?, 
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et pqr; p?, get r? sont alors racines d’une même équation 
du troisième degré. 


Étude approfondie de la méthode de Descartes. 


59. Dans la pratique, il convient de donner la préférence à 
la méthode de Descartes, en la modifiant un peu. On ramè- 
nera d’abord l’équation à la forme 


(1) at+ ax?+bx+c—=o, 

et l’on posera 

(2) xt+ ax?+ br +c=(xt+ax+f$)(x?— ax +), 
et, par suite, 

(3) a+ GE Ya, GED) 0; By —c, 


on en déduit 





b 
Fou À = ee 
2 
NME TEE 
ou 
(4) ai+oaat+(a?—4c)a?—b?= 0; 


cette équation, en posant «?— y, devient 
(5) Vi+oay?+(a— 4c)y —b2= 0; 


J’équation en œ a six racines, à savoir les six valeurs de 


Ti + æ,; elles sont, par couples, égales et de signes contraires, 
car (1) donne 
Ti —— La —+ L3 —- Try = O. 


Si a et b sont réels, le dernier terme de la résolvante est 
négatif; elle a donc toujours une racine positive et les deux 
autres sont toutes deux positives, négatives ou imaginaires; 
a —\/y sera alors réel au moins pour une valeur de y; or 





(6) ; Les b 


2 SŒin 


100 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE II. 
deux racines seront donc fournies par l’équation 


(2) L?+ ar + a nt 6 0. 
2% 
et l’on obtient les deux autres en changeant & en — ©. 

On voit que les racines de l’équation proposée sont don- 
nées par de simples extractions de racines carrées, si la résol- 
vante a une racine rationnelle, et cette condition, comme on 
le verra plus tard, est nécessaire et suffisante pour que l’on 
puisse résoudre la proposée au moyen de racines carrées. 


Si l’on a 


pour les deux valeurs, l’équation (7) du second degré montre 
que les quatre racines sont imaginaires; elles sont toutes 
réelles si l’on a, au contraire, 


2 
4 
réelles et deux autres imaginaires. 

Si l’équation proposée a des racines égales, les deux équa- 
tions du second degré considérées plus haut auront une ra- 
cine commune, ou bien l’une d'elles aura une racine double; 


dans ce dernier cas, on a 


; a ; b è 
et, Si + est compris entre + et — =; deux racines sont 


ou 


et, comme on à æ«?— y, on peut écrire cette équation 


2 
r(Z+a) —b?—= 0, 


Cette équation devant avoir une racine commune avec la ré- 
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solvante, celle-ci doit être réductible. On arrive à la même 
conclusion en admettant que les équations du deuxième 
degré ont une racine commune. 


60. Nous avons vu que nous n'avions besoin de connaître 
- qu’une seule racine de la résolvante pour en déduire toutes 
les racines de la proposée; on peut aussi utiliser toutes Les 
racines de la résolvante; appelons-les &?, «?, «;, on aura 


2 


2 9 _ US le 
af+ai+ai——24, a«ta2ai— bd? ou dax = D, 


car on peut choisir &,, &, «; de telle sorte que leur produit 
ait le signe de 6. 
La quantité placée sous le radical dans les racines de 


x'+ax+f$—=o 


peut prendre une autre forme; on a, pour 4 = «4, 


a D (ay+ a) 
Â DNS don 4 
et alors 
Li ) — dE (2 + as). 
(8) A 
Lo A 
de même 
( ) La _ GE (a—+ as) 
9 era) Ut > 





La résolvante a toujours une racine positive; soit «°? cette 
racine, et «, la valeur positive de Va?. æ,æ;, doit alors avoir 
le signe de b; trois cas peuvent se présenter : 

0 x? et x? sont tous deux positifs. à, et «x; ont le même 
signe si b est positif; ils sont de signes contraires si b est né- 
gatif : les racines de la proposée sont toutes réelles. 

29 a? et «? sont tous deux négatifs. On posera 


ai —=—Mm, a? —=—n, 
m et n étant positifs; on à alors 


G=<iym; as=+iyn 
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si d est positif et 
= —+iym, = +iyn 
si b est négatif; les racines de la proposée sont imaginaires 
dans le cas où 77 et z sont inégaux. Si n — n, deux racines 


sont égales, les deux autres imaginaires. 
3° a? et «> sont lous deux imaginaires; alors on posera 


aÿ = r2(c0os0 + :sinb); a3 = r?2(C080 — :sin0) 
EU 


() test 0 
a=ær (cos +isine : 
D 3) 
0 "0 0 
as=ær (cos > — isin > ), 
2 2 


et les signes de 7 seront les mêmes ou non, suivant que b 
sera positif ou négatif; dans le premier cas, on à 


0 
— 4 2r COS — 
> 





T1 | 
? — 5 
Lo \ 2, 
A et 
a 21rsin- 
T3 AL 2 : 
Ty, | ri 2, A 
dans le second, 
ut 0 
— 4 EE 2irsin- 
T 2 
| de, SN URERENRRS 
Lo 92 
0 
1227 COS — 
T3 LA > 
Ty, | ?} 


l’équation proposée a alors deux racines réelles et deux ra- 
cines imaginaires. 
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CHAPITRE II. 


L'ÉQUATION BINOME. 


Expression des racines au moyen des lignes trigonométriques. 


61. On appelle équations binomes les équations de la 
forme 


(1) CEA 


Nous avons déjà rencontré des cas particuliers de cette 
équation; nous allons maintenant nous occuper du cas gé- 
néral. 

Si a est imaginaire, par exemple, si 


(2) 41 FL0!, 

on pose 

(3) & = r COS 0, bi = rsin0: 

on trouve 

(4) z=Vr (cos ane + sin 2e). 


Cette formule donne les zx valeurs de z en attribuant à p 
n valeurs entières consécutives. Les racines sont imaginaires, 
car, pour obtenir une valeur réelle, il faudrait avoir, pour 
une valeur entière de p, 


2pTr + Ü 


= KT, 
nl 
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k désignant un entier, ce qui ne peut avoir lieu que si 0 = 0 
ou 0 —7T, Ce qui suppose b — 0. 
Si a est réel et si Æ désigne le nombre positif tel que 


kn = + G, 
l’équation (1), en posant 
& —= NT 
devient 
N Ares re | 


On obtient, comme plus haut, pour les racines de 


(9) VE 


2PT 
/e 


n nn DIE 
(6) '—\C0S —+ 1 Sin 27, 





et pour celles de 


(7) Xl — 1, 


(an=nT (2 DT 
Me CAPE DITS 


/è /è 





(8) Lie COS 
Dans le premier cas, on obtient une racine réelle pour 
2PT—O0OU2pT—A2T, en attribuant à p les valeurs 
COR PT OR ES PIS TONES LE 


Si x est impair, on ne peut prendre que p — 0, ce qui donne 





. . 12 x 
MI NLESIV2IES LIDAIT SONT EULIDIENUTe DE DEL = d’où 
l’on tire x —=1 et æ ——1. Les autres racines sont imaginaires 
et conjuguées deux à deux. 

Dans le second cas, on a des racines réelles en prenant 


2p+I1—=O, et 2DE- LT, 


la première équation n’a pas de solution, et la seconde n’en 
a que si = est impair; si 2 est pair, on n’a que des racines 
imaginaires; si z est impair, on n’a qu'une racine réelle 
æ——1;les racines imaginaires sont encore ici conjuguées 
deux à deux. 
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Propriétés des racines. 


62. Les racines des équations binomes jouissent de pro- 
priétés dont on fait un fréquent usage; nous considérerons 
spécialement l’équation 


CRT. 
Les racines communes aux équations 
PA et TEEN 


sont racines de l’équation 
LUI 


où q est le plus grand commun diviseur de m et n. 

Cela résulte de ce que x7— 1 est le plus grand commun 
diviseur de æ”— 1 et x"—1. 

63. Toute puissance d’une racine de l’équation 


DAL == 1 
est une racine de cette équation. 
Car si & est une racine de æ?=—=1, &P sera aussi une racine, 
DUISQUENGPIE (ar) 1r. 
64. St p est un nombre premier, toutes les racines de 
LP=—I 
pourront être représentées par 
HR ES LUCE, 


a désignant une quelconque des racines. 
Comme tous les termes de cette suite sont racines, il suffit 
de montrer qu’ils sont tous inégaux. Or, si l’on pouvait avoir 
FAN 1108 


où g > r, on aurait ainsi 


a"(at—"—1)= 0, 
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et comme « n’est pas nul, & devrait être racine de 
TONI 0, 


ce qui est impossible, car (62) 49 — r << p et l’équation précé- 
dente ne peut avoir d'autre racine commune avec la proposée 
que lunité. Si p n’est pas un nombre premier, plusieurs 
termes de la suite &, «?, «5, ... pourront être égaux, en sorte 
que cette suite ne fournira pas nécessairement toutes les ra- 
cines. 

On appelle racines primitives celles qui ne satisfont à au- 
cune autre équation de la forme x1=1, où q est moindre 
que p. St p est un nombre premier, toutes les racines sont 
primitives, excepté l’unité. Si p n’est pas premier et si a est 
une racine primilive, toutes les racines sont comprises dans 
la suite à, «?, «?, ..., qui sont déterminées par des équations 
binomes. Si p est une puissance de nombre premier, toutes 
les racines sont primitives, à l'exception de celles dont l’expo- 
sant est une puissance de p inférieure au degré de l’équa- 
tion. Ainsi — £ et +1 sont racines primitives pour p — 4, alors 
que —1 et +1 ne le sont pas, vu qu'ils sont racines de 
æ?— 1. Toutes les racines peuvent être représentées par o, 
HAMOL NO MIS ROUE EE RIT LS TO LISTES CRIS 

On peut démontrer comme il suit qu'il existe pour toute 
valeur de x des racines primitives; si, en effet, toutes les ra- 
cines pouvaient satisfaire à des équations de degré moindre 
que le degré de la proposée, on aurait pour chaque valeur 
de p 


D DS MR DIT 
ps U 


1L /l1 








£ 
lè 
une plus simple expression. Z{ y a donc autant de racines 
primitives que de nombres entiers inférieurs à n et premiers 


x 


avec n ; ce nombre est, comme l’on sait, égal à 


(2-5) 


Pis Pas -.., PA étant les facteurs premiers de 7. 


OÙ A,< A; Ce qui ne peut avoir lieu que si - est réductible à 
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65. Sim et n sont premiers entre eux, on obtient toutes 
les racines de x"#—1 en multipliant toutes les racines de 
tp toutes leNracines de nt EN. 


En effet, si les arguments des racines de æ”"=1 et x"=t 

L2PT 2T(qm + pr) 
1} mit 

Ce produit sera donc racine de æ”"—1; il reste à prouver 

que tous les r2n résultats ainsi obtenus sont différents. S'ils 

ne l’étaient pas, on aurait, par exemple, 


207 : 
son el TT l'argument de leur produit sera 


qgm+pn = qim+pin 
ou 
HUME DIR D 
RCE 


ce qui est impossible, car m et nr sont premiers entre eux et 
DR DEAN UE Jia 

On voit facilement que ce théorème peut être étendu à un 
nombre quelconque d'équations binomes dans lesquelles les 
exposants de l'inconnue sont premiers entre eux. Les équa- 
tions de la forme x"—1 peuvent donc être ramenées à d’au- 
tres dans lesquelles les exposants de l’inconnue sont des 
puissances de nombres premiers. 


66. L’équation 
LPEEAT, 


où p désigne un nombre premier, peut étre résolue à l’aide 


d'équations de la forme 
DOI. 


En effet, l'équation proposée peut être résolue au moyen 
des suivantes 


— . VAS LE —— 
LE: CIRE CENTER AE a _1 = 


Si, en résolvant ces équations, on prend une racine quel- 
conque, pourvu qu'elle ne soit pas égale à r, la valeur de x, 
à laquelle on parvient de cette manière, est une racine primi- 
tive de la proposée, sans quoi elle donnerait, pour l’une des 
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quantités ©, &:, ..., la valeur 1, ce qui est contraire à nos 
hypothèses; on trouve, de cette manière, une racine primitive 
de la proposée, et ses puissances donnent les autres racines. 

Nous venons ainsi de prouver que toute équation de Ja 


forme 
VAL ii 


peut être ramenée à des équations la forme 


ÆP = &, 


où p est un facteur premier de x, x étant déterminé comme 
on vient de le dire. 


67. Les fonctions symétriques des racines de æ*—1—=0o 
sont faciles à calculer; on a, en effet, 


Sp= XPH ab... + ah = PH aiP EU NETr, 


ou 


I — ap 
Sp CE nee | 
1 — a? 


a désignant une racine primitive. Si p n’est pas divisible 
par x, le numérateur de la fraction est nul, le dénominateur 
ne l’est pas, ainsi s,— o. Si p est divisible par », la fraction 
prend une forme indéterminée; mais chaque terme de 5, 
est égal à l’unité, donc s,— n. Il en résulte 


St _. 
D Cie 0, 


toutes les fois que a +6 +y+... n’est pas divisible par »; 
car une pareille fonction s’exprime sous forme de sommes de 
termes tels que s,5,5,..., qui sont nuls dès que les indices 
ne sont pas tous divisibles par x, et la somme des indices est 
égale à la somme des exposants de la fonction. 


Application de la théorie des équations réciproques 
aux équations binomes. 


68. L'application de la théorie des équations réciproques 
à l’équation binome permet d’abaisser le degré de cette équa- 
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tion. Considérons l’équation 
(1) STE 


où p désigne un nombre premier; tous les cas où p n’est pas 
premier pouvant se ramener à celui-ci. 
Soit p—2n +1; en divisant par æ—1,0na 


(2) DAT EE ER 2 SR LI 0, 


cette équation est réciproque et la substitution 
Et pe 


conduit à une équation de degré rx 

(3) (LE 

Cette équation a toutes ses racines réelles; en effet, on a 
(4) LE Dh rl 0; 


il en résulte que, à une valeur de y correspondent deux 
valeurs de æ dont la somme est y et le produit r. Deux ra- 
cines jouissant de cette propriété sont données par les for- 
mules 








2D1T D LRU 
Li = COS = ir VOUS, 
PM Sr | PME SA 
2) 2e MX. 3) T 
Lo —= COS PÉTER PET La TRE 
PNEU | DUDETERL 
en sorte que 
: 2P1T 
J COS 
\ ) A DS 


Les racines de l’équation (3) sont donc les » valeurs diffé- 


ARE 


2 , . 
rentes de 2 cos meer CNE l’on obtient en posant 


Pi= 1,2. …., 70. 


Dans cette expression, les arcs sont des multiples de la 
(27 + 1)ième partie de la circonférence; ces arcs peuvent être 
construits à l’aide de lignes droites et d’arcs de cercle, si 
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leurs cosinus peuvent s’obtenir par des extractions de racines 
carrées. On voit ainsi que le problème, qui a pour but de par- 
tager la circonférence en p parties égales au moyen d’arcs 
de cercle et de lignes droites, revient à résoudre l'équation 


XP—1T—= O0, 


au moyen d’extractions de racines carrées. Pour p=5, 
l'équation en y est du deuxième degré et le problème admet 
une solution. Pour p —7"7, l'équation en y est du troisième 
degré et ne peut être résolue au moyen de racines carrées. 
Plus loin, nous reprendrons cette question; pour le mo- 
ment, nous nous bornerons à établir le théorème suivant : 


69. Sc p est un nombre premier, l’équation 


XP— 1 





— O 
DEA 


est irréductible. 


« 


Si X est un polynome entier à coefficients entiers, décom- 
posable en facteurs A, B de degrés moindres, À et B pour- 
ront avoir leurs coefficients entiers. En effet, si l’on avait 
l’identité 

X = AB, 


À et B ayant des coefficients fractionnaires, on pourrait mul- 

tiplier par un nombre # et faire perdre aux coefficients leur 

forme fractionnaire; maintenant ÆX est divisible par un fac- 

teur premier de #, il doit en être de même de A ou B (!); on 

pourra diviser les deux membres de l'équation par ce facteur 

sans introduire de dénominateurs et ainsi de suite. 
Maintenant, supposons que 


XP — 





DE ON 





(1) La démonstration qu’on donne ordinairement de ce théorème, A et B étant 
des nombres entiers, s'applique encore au cas où A et B sont des polynomes 


à coefficients entiers. Le polynome est dit divisible par x, sitous ses coefficients 
sont divisibles par x. 
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soit le produit de deux facteurs rationnels; ces facteurs de- 
vront avoir leurs coefficients entiers; changeons + en æ +1, 
l'expression précédente prendra la forme 


(6) ZP-I+ po(x)+p, 


o(æ) désignant un polynome entier rationnel à coefficients 
entiers et divisibles par +; les termes indépendants de x dans 
les facteurs de (6) ayant pour produit p, et p étant un nombre 
premier, devront être égaux à 1 et à Ep; le produit en 
question aura donc la forme 


(Ei+ax + ax2+...)(Ep+bix + bia +...): 
retranchons des deux membres de l’équation 
SE pET ALT Par tr NN): 


tous les termes de ce qui reste dans (6), à l’exception de 
æP—1, seront divisibles par p; il en résulte que b, est divisible 
par p, et ainsi de suite; en continuant ainsi, on arrive à une 
égalité de la forme 


(1 x + Qœr?...)axb= xPTl+ poi(x), 


d’où il résulterait que p devrait diviser le coefficient de x#, 
ce qui est impossible, puisqu'il est égal à Æ:; l’équation en 
question est donc irréductible. 
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CHAPITRE IV. 


L'ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 


Impossibilité de résoudre cette équation algébriquement. 


70. On a vu que la résolution de l’équation du troisième 
et du quatrième degré réussit, grâce à cette circonstance 
qu’il est possible de trouver une fonction des racines possé- 
dant moins de valeurs qu’une racine même, et qui, par con- 
séquent, dépend d’une équation de degré moindre. Lagrange 
a montré que lorsque l’on essayait d'appliquer les méthodes 
qui réussissent pour le troisième et le quatrième degré à des 
équations de degré supérieur, l'équation auxiliaire était de 
degré supérieur à celui de la proposée. II devenait ainsi pro- 
bable que les équations générales de degré supérieur au qua- 
trième ne pouvaient pas avoir de racines algébriquement 
exprimables en fonction des coefficients. Abel a montré qu'il 
en était réellement ainsi. Sa démonstration a été simplifiée 
par Galois. Nous allons exposer la démonstration de Galois 
en la modifiant dans la forme. 

Si une équation générale du degré nr pouvait être résolue 
à l’aide de radicaux, il en serait de même de l’équation 


A — (Li + Los. + Ln) ANT 


L 

«) SE Lido Le DL TTL ea A OS 

OÙ Lis Lay ce. Æn SONt arbitraires et indépendantes les unes 
des autres. æ,, æ:, ..., æ, étant les racines del’équation, 
la résolution doit conduire à ces valeurs. Toute racine que 
l'on aura besoin d’extraire devra pouvoir s'effectuer quand 
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on remplacera les coefficients &;, &:, ... par leurs valeurs en 
UD Masse stlne 

Maintenant, supposons que la première racine à extraire 
soit 

y = VA: 

À ne contient pas de radicaux, c’est une fonction des coeffi- 
cients de l'équation, et, par suite, une fonction symétrique 
de Ti, Les -.., Æn. Mais y ne peut pas être une fonction sy- 
métrique rationnelle de æ,, æ:, ..., æ}», Sans quoi il s’expri- 
merait rationnellement au moyen des coefficients; si y n’est 
pas symétrique, il contiendra deux racines +, et æ:, qui, en 
se permutant, changeront la valeur de y; comme toutes les 
valeurs de y sont données par la formule 


TRANS 


l’une des valeurs doit se déduire d’une autre en la multi- 
1 


pliant par une valeur & de 1” différente de l'unité. Si donc 
JE: .)estlunedes valeurs def, onaura ! 


D DA LS Ch Le din) 


Cette équation doit être identique, car æ, æ,, ... sont indé- 
pendantes les unes des autres; elle subsiste donc en permutant 
x, et æ,; On obtient alors 


f(x, Lis Las Types Tn) = a f(x1; Las Lg, Lys ve) Ln); 


en multipliant cette équation par la précédente, on a 


On peut toujours supposer que p est premier, car on peut 
toujours parvenir à un radical à indice quelconque par des 
extractions successives de racines à indices premiers; alors 
on doit avoir r — 2, puisque dans ce cas seulement on peut 
avoir «——1. La première racine que l’on doit extraire est 
donc une racine carrée. y est une fonction rationnelle de x;, 
Toy +. Ln Qui change de signe quand on échange x, et æ:, 
ou même quand on échange deux racines quelconques, car 

11e 8 
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on peut supposer, avant l'extraction de la racine carrée, que 
l’on ait mis dans À, à la place de x, et +,, deux racines quel- 
conques. 

y n’est pas symétrique, mais il jouit d’une propriété carac- 
téristique ; il reste invariable par une substitution circulaire 
effectuée entre un nombre impair de racines. Par exemple, 
quand on met æ; à la place de x», æ, à la place de æ3, æ3 à la 
place de x,, cela revient en effet à faire un nombre pair 
d'échanges entre deux racines, ce qui chaque fois produit un 
changement de signe, et ce qui finalement reproduit la va- 
leur initiale. 

Si l’on continue à combiner le radical avec des radicaux 
analogues et avec les coefficients, qui sont des fonctions sy- 
métriques des racines, puis avec de nouveaux radicaux, et 
ainsi de suite, deux cas peuvent se présenter : ou bien les 
nouvelles expressions présenteront ce caractère de rester 
inaltérées par toutes les permutations circulaires de 3 et 
5 racines, ou bien on finira par être obligé d’extraire une 
racine, et le résultat obtenu ne présentera plus le caractère 
en question. Dans le premier cas, on finira par trouver 


EE MA A AR 


ce qui doit être une identité, ce qui est absurde si l’on a plus 
de deux racines, une permutation circulaire de trois lettres 
altérant le premier membre sans altérer le second, d’après 
notre hypothèse. 

Il faut donc nécessairement que l’on tombe sur un radical 
qui ne présente plus le caractère en question. Ainsi on par- 
viendra à une expression 


CCE, 


dans laquelle B reste inaltéré après une permutation circu- 
laire quelconque de 3 ou 5 racines, cette propriété n’appar- 
tenant pas à s. 

Supposons que z change de valeur quand on remplace x;, 
Lay L3 PAT Lo, Ts, &, respectivement, les valeurs de 3 sont 
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racines de 
zr= B: 


entre deux valeurs de z, on aura une relation de la forme 
TRE OS de nr) re] (lei Ti TD nl 


qui doit être identique; elle doit donc subsister quand on y 
permute les trois racines. On a donc 


RP ee En) = A) (CLu: Liile, TIM US LUN 


f(xs, Li, Lo, Lys Th) —= Gf(Ta, La, Las Lys see, Æn) 


et en multipliant les trois équations, membre à membre, 
on à 
(FR 


Si donc il y a trois ou un plus grand nombre de racines, on 
doit rencontrer un radical cubique. 
Désignons par 


les trois valeurs de ce radical, on à 
2% — BD: 


Supposons qu’il y a plus de quatre racines; une permuta- 
tion circulaire de cinq lettres n’altère pas B. Par cette per- 
mutation, pour que l’équation ne change pas, z doit se changer 
en «z ou en &?s; si z change par cette permutation, on mon- 
trera comme tout à l'heure que 


CA et À 


ce qui est impossible, puisque « est une valeur imaginaire 
1 


de 1°. 

Alors 3 doit rester invariable par la permutation circulaire 
de cinq lettres : c’est la seule hypothèse qui nous reste à faire, 
en supposant qu’une substitution circulaire de trois racines 
le multiplie par «& ou «?. 

Or, une permutation circulaire de trois quantités peut s’ob- 
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tenir en exécutant deux permutations de cinq d’entre elles. 
Ainsi une permutation circulaire de 


Li, 3, Lo 


peut s’obtenir en exécutant, par exemple, une substitution 
circulaire entre 


puis entre 


comme z doit rester invariable après une permutation de 
cinq lettres, elle doit aussi rester invariable après une per- 
mutation de trois lettres; ceci étant en contradiction avec 
nos hypothèses, il est prouvé que l’équation générale d’un 
degré supérieur au quatrième ne peut être résolue algébri- 
quement (1). 





— 


(:) Par ce mot algebriquement, il faut entendre que l'équation ne peut pas 
être résolue au moyen d’extraction de racines et des autres opérations algé- 
briques. Abel et Galoïis ont aussi examiné la possibilité d'exprimer x, au moyen 
de formules algébriques ne se réduisant pas identiquement à x.. 
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CHAPITRE V. 


DÉCOMPOSITION DES POLYNOMES RATIONNELS EN FACTEURS 
RATIONNELS. 


Facteurs du premier degré. 


71. Les facteurs rationnels du premier degré d’un poly- 
nome rationnel f (+) peuvent toujours être calculés. Un fac- 
teur de cette espèce doit en effet avoir la forme æ — &, et 
doit être un facteur du terme indépendant de x; plus tard 
nous reviendrons sur cette question; nous remarquerons seu- 
lement ici qu'il n’y a à chercher que des facteurs æ — x dans 
lesquels & divise le dernier terme; si de pareils facteurs 
n'existent pas, l'équation f(æ) = 0 n’a pas de racines ration- 
nelles et f(x) n’a pas de facteurs rationnels du premier 
degré. 


Expression générale d’un facteur de f (x). 


72. Soit 
(1) f(x) = 0 
l’équation générale du degré x sans racines égales. Soient 
T1, To, >» Xn 
ses racines; soit 
(2) Ji = (Ti, Lo, .., Xp) 


une fonction rationnelle déterminée de p racines et 


Past De, es: Pr 
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les valeurs algébriques que l’on obtient en permutant dans o 
toutes les racines de l’équation. Désignons par 


HAS UN TOM 


les valeurs numériques de celles d’entre elles où l’une des 
racines, æ,, par exemple, est restée à sa place. Les diverses 
valeurs de © sont déterminées par une équation à coefficients 
rationnels. Soit y, une racine de cette équation et soit « son 
degré de multiplicité, alors 


MÉRERNA DEbS LANCE RUE 


considérons l’équation 
(3) (y — Ya) re) CT 7) = 0; 


ses coefficients sont des fonctions symétriques des racines 


de 
PE) 


TL — Li 


et peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de x, et 
des quantités connues; et (3) pourra se mettre sous la forme 


(4) HÉPPENIE 0" 
Puisque y, est racine de cette équation, on a 
(5) F(91, 1) = 0; 


ce qui montre que x, est racine de 
(6) HO) EE O0: 


cette dernière a donc une racine commune avec la proposée. 
Voyons si ces équations peuvent avoir d’autres racines 
communes, par exemple +. Pour cela il faut que 


F(J1; Zm) = 0, 
ce qui exprime que y, est racine de 
F(7, Tm) = O. 


Cette équation se déduit de (4) en changeant x, en x, ou, 
ce qui revient au même, elle s’obtient en faisant le même 
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changement dans (3) qui est identique à (4). Par ce change- 
ment y1, y... Se changent dans des valeurs de +, de sorte que 
la condition pour que æ,, soit une racine commune consiste en 
ce qu’il existe une valeur v; de ®, dans laquelle x,, remplace 
æ, et pour laquelle 
D Pom 

cette dernière équation est satisfaite pour 

kr LE Ji 2, 


donc les deux équations 


(7) FD 0, F(y1, x) = 0 


ont pour racines communes toutes celles qui peuvent prendre 
la place de x; dans 


(8) AU bre LUC Ce re 


On peut tirer diverses conséquences de ce théorème qui a 
été donné sous une forme un peu moins générale par La- 
grange et par Galois. 


73. Dans le cas où l’équation en © n’a pas de racines égales 

on à seulement 
ANT ts 

si donc o est dissymétrique et d’une forme telle qu'aucune 
racine ne puisse prendre la place de x; sans que la valeur 
algébrique de © change, x, reste alors la seule racine com- 
mune aux deux équations; elle peut alors s’exprimer ration- 
nellement au moyen de y, et des quantités connues. En par- 
ticulier, cela aura lieu pour toutes les racines de l'équation 


S1 
He D(T1, Lo, , ss Un) 


prend des valeurs toutes différentes pour les 2! permutations 
des racines. C’est la forme donnée par Galois au théorème 
qui nous occupe. 

Si o est symétrique ou présente une symétrie partielle, 
toutes les racines qui peuvent prendre la place de x,, sans 
changer la forme algébrique de v,, sont racines communes 


120 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE Y. 


aux deux équations. Considérons en particulier le cas où 
toutes les p racines peuvent être échangées dans v,, les deux 
équations ont p racines communes et, par la méthode du plus 
grand commun diviseur, on peut former une équation qui 
détermine ces racines communes, ou le facteur du p'?"t degré 
correspondant de f(x). 


La forme la plus générale d’un facteur du piè"e degré de 
f(x) est alors 


(9) XP + pi (Y1)TPT LEP (V1) TP Lo, (ri). 


OÙ Ps Pay - ++ PP SONt des fonctions rationnelles de y, et des 
quantités connues, y, désignant la valeur d’une fonction 
symétrique de p racines qui est déterminée par une équation 
dont toutes les racines sont simples. On peut ainsi dans ce 
cas exprimer toutes les fonctions symétriques des p racines 
en fonction d’une d’entre elles et des quantités connues. 


Exemple I. — Pour l’équation 


xi— Gr?+iix — 6 = 0, 
si l’on donne 


on poser 
pe “ ñ 2 9 > 9 220) 
Vite Nemo 


et l’on obtiendra, en éliminant x, et x, 
3 
P—(ai+ dr +ii+e = 
ou, en remplaçant +, par x et y par », 
Xt— 5x2+2 = 0, 
équation qui a avec la proposée les racines de 
LX?— $X +2 — 0. 


Exemple II. — Trouver la forme générale des diviseurs du 
second degré de 
f(x) = x3+ ax?+ bx + ec 
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en fonction du produit y de deux racines de f(x) —0 








Ji — Li, J2—= L1%3; 
Lo + La es O4 
ainsi 
+ (xi + 4x1) Y —X1c = 0, 
d’où la forme cherchée 
a —c 
DT rte Ve: 


74. L’équation en + qui a 2! racines inégales et dont nous 
avons fait usage plus haut appartient à une classe remar- 
quable d'équations dont nous allons nous occuper. Elles ont 
cette propriété que chaque racine peut s'exprimer rationnel- 
lement en fonction de chacune des autres. En effet, chaque 
racine est fonction rationnelle de æ;, æ;,, ..., æ, qui, à leur 
tour, sont fonctions rationnelles d’une des valeurs de o. 

On peut utiliser cette propriété pour exprimer autant 
d’irrationnelles que l’on veut rationnellement, au moyen 
d'une méme irrationnelle, en appelant irrationnelle une ra- 
cine d’une équation algébrique à coefficients rationnels; peu 
importe d’ailleurs que l’on puisse ou non exprimer cette irra- 
tionnelle au moyen de radicaux. 

En effet, soient æ;, æ:,...,æ, des irrationnelles, détermi- 
nées par diverses équations algébriques dont elles sont 
racines. On peut toujours (par exemple au moyen d'une 
simple multiplication) former une équation dont ces quan- 
tités soient racines; si l’on considère une fonction des racines 
de cette équation dont toutes les valeurs, obtenues en per- 
mutant les racines, soient distinctes, les racines de cette 
équation et les irrationnelles données seront exprimables 
rationnellement au moyen de cette fonction. On peut, par 
exemple, prendre cette fonction égale à 


(10) S'= Lili + lo +... + Ann) 


en supposant l’équation auxiliaire de degré n. Il est évi- 
dent que l’on peut choisir les coefficients o4, os ...,@n 
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puisque æ;, æ», ... sont différents, de telle sorte que toutes 
les valeurs de y soient distinctes. 


15. Supposons toujours l’équation donnée de degré » et 
les 2! valeurs de © distinctes, l’équation en + pourra être 


réductible; dans ce cas, supposons-la décomposée en équa- 
tions irréductibles; soient 


(11) O1 Po; ss  2p 


les racines de l’une d’elles. On peut, comme on l’a vu, expri- 
mer chaque racine de l’équation donnée en fonction ration- 


nelle d’une valeur de w, en sorte que les racines pourront 
être représentées par 


(12) WiCwoi), Wo(oi), ., Who). 


Si dans cette suite on remplace ©, par un autre terme de la 
série (11), la nouvelle suite représentera encore les racines de 
l’équation donnée, mais dans un autre ordre. 

Pour trouver l’une des racines, +,, par exemple, posons 


101; 


si dans o, on intervertit l’ordre des racines, on peut trans- 
former un autre terme de (11); le calcul, dans les deux cas, 
sera le même, à l’ordre près des racines, et si l’on a 


Li — Wi(oi), 
on aura 
TL p — Wi(op), 


æ} désignant la racine échangée avec x,, quand vw, remplace 
v1. Les nouvelles valeurs sont distinctes; car si l’on avait, par 
exemple, 

Wi(pp) = Wa(op), 


op Serait une racine commune à Wi(o)—W,(o)—=o et à 

l'équation irréductible qui a pour racines les quantités (11). 
On devrait donc aussi avoir W,(o:) — W,(w,) —o (13), ce 

qui est absurde puisque les quantités (12) sont distinctes. 
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Nous verrons plus loin que ce théorème est fondamental 
dans les applications de la théorie des substitutions à la 
théorie des équations. 


76. Des développements qui précèdent, il résulte que dans 
le cas où f(x) a des facteurs rationnels, il est toujours pos- 
sible de les trouver. Par exemple, si f(x) possède un fac- 
teur rationnel de degré p, il devra exister p racines de 
f(x) = 0 dont le produit est rationnel. On peut trouver ce 
produit y en formant l'équation qui a pour racines les pro- 
duits de p racines de la proposée, cette équation a alors une 
racine rationnelle; appelons-la Æ. On aura 


L1ZLo. . .Lp — k, 


et les coefficients du facteur rationnel peuvent être expri- 
més en fonctions rationnelles de k. Si l’équation en y avait 
des racines égales, on pourrait partir d’une autre fonction 
symétrique des racines, par exemple 


= (a—am)(a— a)... (@—2p) 


où l’on peut toujours choisir &« de telle sorte que l’équation 
en y n'ait pas de racines égales, si la proposée elle-même 
n’en à pas. Comme # est facteur du dernier terme de l’équa- 
tion, on peut, quand il n’a pas un grand nombre de facteurs, 
au moyen de tâtonnements, simplifier la recherche de l’équa- 
tion qui donne . 

Quand £ est rationnel, il existe un facteur rationnel, pourvu 
que # ne soit pas racine multiple; en effet, si Æ était racine mul- 
tiple, il n’existe pas nécessairement un facteur rationnel de 
degré p, car les équations (7), dans ce cas, peuvent avoir un 
facteur commun de degré plus élevé. Nous reviendrons sur 
ce cas un peu plus tard; nous nous bornerons à observer ici 
que st une équation est réductible, il est toujours possible de 
la décomposer en d’autres irréductibles. 
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CHAPITRE VL 


ÉQUATIONS ABÉLIENNES. 


Équations dans lesquelles une racine peut s'exprimer rationnelle- 
ment en fonction d'une autre. 


77. Gauss a montré que les équations qui servent à par- 
tager la circonférence en parties égales sont résolubles algé- 
briquement; ces équations sont comprises dans une classe 
d'équations, étudiées plus tard par Abel et qui portent le 
nom d'équations abéllennes; ce sont des équations dans les- 
quelles une racine peut s’exprimer rationnellement en fonc- 
tion d’une autre. Les équations réciproques et les équations 
du 3° degré, par exemple, appartiennent à cette classe 
(Exercice 54). Les équations abéliennes peuvent toujours 
être abaissées et souvent même résolues algébriquement. 

Nous supposerons que, dans l’équation irréductible de 
degré n, 


(1) AT) 0 
on ait entre deux racines la relation 
(29 HO (te), 


où 0 désigne une fonction rationnelle. 
Si l’on forme l’équation en y qui a pour racines 


(3) J1=0(x1), Dai), .….) Ye Ur), 


on obtient une équation qui a une racine commune avec la 
proposée et, comme celle-ci est irréductible, les deux équa- 
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tions en æ et en y étant de même degré doivent avoir les 
mêmes racines. Il en résulte que, si l’on exécute l'opération 0 
sur une racine quelconque, on doit en trouver une autre; si 
l’on opère sur celle-ci comme sur la première on en trouve 
une troisième, et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on retombe 
sur une racine déjà obtenue. Un groupe de racines, par 
exemple trois, sera donc lié par des équations telles que 


Li ble) 
(4) Le — Ü(x3), 
X3 = 0(x); 


si l’on désigne alors 0[0(æx)] par (x), etc., ces équations 
donnent 


cette équation ne saurait être identique si l’on suppose à 0 la 
forme entière, ce qui est possible (26), et si l’on exclut le cas 
où 0 serait linéaire; cette équation x — @(x) = 0 à une ra- 
cine æ, commune avec f(æ) — 0, elle admet donc toutes les 
racines de cette équation. Si en dehors des racines æ,, æ», æ3 
on prend une racine +,, celle-ci doit donc former un groupe 
avec deux autres racines; dans ce groupe il ne peut entrer 
plus de trois racines, car l’équation x, =@%(x,) montre 
qu'après avoir effectué trois fois l’opération © on doit retrou- 
ver æ,3; il ne peut pas entrer moins de trois racines dans le 
groupe, car si l’on avait x,= @(x,) on aurait aussi æ,— 0 (x) 
et le premier groupe ne contiendrait que deux racines. La 
même racine ne peut entrer dans deux groupes différents, 
car si le second groupe contenait æ,, æ; et æ, on aurait 


CÉEDEr, OUEN 


etz; —x;, Ce qui est absurde, l'équation proposée n'ayant 
pas de racines égales. 

On voit ainsi que les racines se partagent en groupes con- 
tenant le même nombre de racines, et si n est premier, il n’y 
aura qu'un groupe. Si nr est un nombre composé il doit être 
divisible par le nombre des racines de chaque groupe. 
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St, par exemple, on a m groupes de p racines, n = mp. 
L'équation peut alors se résoudre à l’aide d’une équation de 
degré p dont les coefficients dépendent d’une équation de 
degré m. 

Si, pour plus de simplicité, nous supposons p toujours égal 
à 3, on peut poser 


(6) Vi= Li+ Lo+ da = 02(x3) + 0(X3) + rs, 
si l’on remplace x, par toutes les racines de l’équation pro- 


posée, on obtiendra 5m valeurs pour y. 
Ces valeurs sont égales trois à trois; ainsi 


02(%2) + 0(%2) + La = L3 + Xi +, 
62(x1) = 0(x1) += Lo + La E X1, 
y n’a ainsi que 2 valeurs et sera fourni par une équation de 


degré m à coefficients rationnels, que l’on obtiendra par la 
théorie des fonctions symétriques ou en éliminant x entre 


(7) J{x)=0 et y=x+0(x) +02(x); 
la résultante 
(8) o(Y)= 0 


du degré m a pour racines 


M = li + Lo + T3, 


(9) ; 


Jm= Lim—2 + Lam—1 + Lam ; 
dans le cas où ces racines sont inégales, on peut trouver la 
forme générale d’un diviseur du 5° degré de f(x) 

D —T pa? + Wi(Yp)t + Wa(Yp)); 
si l’on remplace y, successivement par Yÿ1, Yo .-., Yms ON 


obtient les m facteurs du 5° degré de f(x); de telle sorte que 
l’équation donnée du degré 3 est réduite aux équations 


(AA On) Er) 0 


Lo? PO EI 0S 
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la première est du troisième degré et la seconde du mième 
degré. Les mêmes considérations sont applicables au cas où 
le groupe contiendrait, au lieu de trois, un nombre quel- 
conque de racines. 

L'équation o(y)—o ne donne pas lieu à l’examen de cas 
particuliers : elle peut être quelconque; l’autre est encore 
une équation abélienne, car ses racines forment encore un 
croupe doué des propriétés considérées plus haut. Nous ver- 
rons plus loin qu’elle est toujours résoluble algébriquement. 


78. 0(y)—0o peut avoir des racines égales; alors on peut 
partir de la fonction 


Gr) = (as) (aire) (a — 22) = [a — 02 (273)] [a — 0 (5)] (a — 19), 


où « peut être choisi de telle sorte que deux valeurs de y; 
ne puissent être égales. Si l’on avait, en effet, pour toute va- 
leur de &, y, — y: par exemple, ou 





(a— r)(a—x2)(a—xs)=(a— x) (a — x3)(a —%6), 


les trois racines du premier groupe seraient égales à celles 
du second, et l'équation donnée serait réductible. 

Le résultat de cette discussion est donc que ; 

Si p des racines d’une équation irréductible peuvent se 
TLELLTESOUSION ONE LIA0 (T1), OU TI); ,0PEi (Tr), où 0 est 
tel que 0P(x;)—= x;, cette équation est de degré mp et elle 
peut, à l’aide d’une équation de degré m, être réduite à une 
autre de degré p. 


Équations abéliennes dont les racines forment un groupe. 


79. Il reste à étudier l’équation du degré 


(1) PÉE)=0, 
dont les racines peuvent être mises sous la forme 


(2) T1; O(x1), 02(x1), CUONOS, VREtT ), 
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où æ, désigne une racine quelconque et où 

(0) ACIER TE 

Désignons par & une racine quelconque de 

(4) ZX? —1; 

l'expression 

(5) Tri) = [ri (ri) +a02(x1) +...+ar-107—1(x,)]r7, 

où « est considéré comme connu, n’a qu’une seule valeur et, 
par suite, peut s'exprimer rationnellement en fonction des 
coefficients de l'équation donnée des coefficients de 0et de «. 


Si l’on prend, au lieu de z,, une autre racine, par exemple 
Ds 000), OLA 


W'(xs) = [02(21) + a03(21) + a0*(xi) +...+ar-10(x1)]7, 


où la quantité entre crochets se déduit de celle qui est ana- 
logue dans (5) en la multipliant par æ«*-?., Comme &«"— 1, les 
deux expressions de V(x,) et de W(x;) sont égales. On voit 
ainsi que 

(6) Pr) = W(xr) =...= W(xn). 

On peut poser 


(7) Pa) = 2 LUC) + Pas) ++ V'(a)] 


et calculer Ÿ comme une fonction symétrique. Elle contient 
a et, par suite, possède une valeur pour chaque valeur de «. 

Si l’on appelle v, la valeur de Ÿ qui correspond à la valeur 
a, de «, on obtient x équations de la forme 


(8) x +a,0(x) + a202(x)+...+at-10-1(x) = Wo,. 


La valeur correspondant à «,—1 de Vo, est connue, car on 
connaît la somme des racines, elle est — À, si A est le coef- 
ficient de x*-1, Si l’on ajoute les x équations (8), et si l’on 


observe que 
Zal=10; 
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pour toutes les valeurs de p non divisibles par x, on trouve, 
en supposant æ—1, 





£, — A + Voi+ Vos+.+ Von 


(9) de 











12 


Si l’on multiplie chaque équation par &,;”* avant de les ajou- 
ter, tous les termes du premier membre s’annulent, excepté 
ÿm(x), et l’on obtient une quelconque des racines par la for- 
mule 


D En LMI —m À 
Aa" Voit as" Vos... + an Von 
ñn 


(Go) Om(x) = — 








Dans cette expression, on peut prendre un des radicaux, 
avec une quelconque de ses valeurs, mais alors les valeurs 
des autres doivent s’en déduire. Par exemple si, dans l’ex- 
pression de v,, « désigne une racine primitive de l'unité, les 
autres valeurs de « seront ses puissances &,— œ&?, et l’on à 


11) Voi=x+aû(x) +a202(x) +...+an-10n—1(x), 
CE _ 

| Vu — x + aPÜ(x)+ a2P02(x)+...+ at-QpGr-1(x); 
si l’on change, dans ces deux équations, x en 0”(x), la pre- 
mière se trouve multipliée par «-”, la seconde par «-?”, Le 
produit 


(12) p(x) 2 T7 me n v, 
se trouve alors multiplié par 
a—m{(n—p)g- mp — g—mn — L 
il se trouve donc inaltéré quand on y permute deux valeurs 
de æ; o(æ) est donc une fonction rationnelle qui peut être 


calculée comme plus haut W(x). Si l’on désigne sa valeur 
par &p, ON à 


IE «a = 
(15) op = PE (Vu)? 
1 
Tous les radicaux qui entrent dans la valeur de x peuvent 


donc s'exprimer rationnellement en fonction de l’un d’entre 
lé 9 
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eux ; si l’on remplace ces radicaux par leurs valeurs dans (9), 
on obtient pour + une expression qui n’a que zx valeurs Cor- 
respondant aux valeurs de Vus. « entre dans le résultat, et 
nous verrons plus loin qu’on peut l’exprimer algébriquement. 
On voit ainsi qu’une équation dont les racines peuvent étre 
représentées PAT; DC AMEN re 0e), 100 On(æ)— x, 
est résoluble algébriquement. 

Comme cela a toujours lieu quand z est premier, dès qu’une 
racine est fonction rationnelle d’une autre, une équation de 
degré premier dont une racine est fonction rationnelle d’une 
autre, et qui est irréductible, est résoluble algébriquement. 

Dans le cas où les fonctions f et 0 sont à coefficients réels, 
a sera la seule imaginaire contenue dans v, et, comme les 
valeurs de « sont conjuguées deux à deux, à savoir œf et œ?—#, 
il doit en être de même pour les valeurs de v ; ainsi 


(14) U,  — p(C0Sw +—:sinw), 

[4 PE 
Un—1 = P(COSwW —zsinw), 

OÙ (12) 

(15) p? — DID ARE: 





EVTE r 
Comme ani = Yo Vo» quand on échange «& et æ«*-1 reste 
inaltéré et ne contient d'autre imaginaire que «, il doit être 
réel. On à donc 


2 —- - 2DT + W . . PT + 
(16) Vo = Va (cos 22e +isin 22), 


où a désigne la valeur numérique de @,-,; il en résulte 





— 0 ay k(2pTr+w) .. K(2pPT+w 
(170 AY = Var [eos — Le Rs . 
1 


De sorte que les racines ne dépendent que de quantités ra- 
tionnelles, d’une racine carrée, du sinus et du cosinus de la 
nième partie de la circonférence, et de la même partie d’un 
angle w dont la tangente est fonction rationnelle du sinus et 
du cosinus de ce même angle w. 

Comme © est réel, on voit immédiatement que les racines 
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sont toutes réelles ou toutes imaginaires, car si l’une est 
réelle, les autres le sont aussi. 


Examen du‘cas où le degré de l'équation n’est pas un nombre 
premier. 


80. La méthode que nous avons fait connaître pour la ré- 
solution des équations abéliennes dont les racines forment 
un groupe, est tout à fait générale ; mais, quand le degré n’est 
pas un nombre premier, la solution peut être simplifiée. 

Soit 2— pm; on peut répartir les racines en groupes de 
p racines, à savoir : 


de Gras Cr NU PEU CR) 
A(T 2m+1 (p—0 mH( y 
(1) MCE NUL ES CEE EE ORALE (pe 
RP TR LUE Ve CU PEN RU NU einer è 
Q—1(%x), 62m—1(x), Dee Gpm—1(x), 


et l’on pose alors 
(2) Om(x) = (x), 


les racines placées sur la première ligne seront 


(3) z, Bitx), 02(x), ..., 08-1(x), 
ou 
(4) DP(x) = 0mP(x) = à. 


On peut donc, d’après ce que l’on a vu (77), réduire l’équa- 
tion, à l’aide d’une équation de degré m, à une autre de de- 
oré p. L’équation de degré p à la même propriété que la pro- 
posée; cela n’a pas lieu pour l'équation de degré m» dans le 
cas traité (77) et (78). Mais on peut montrer que, ici, où 
toutes les racines forment un groupe, les deux équations aux- 
quelles se réduisent la proposée jouissent de la même pro- 
priété. 

L'équation du degré »7 en y est constituée de telle sorte 
que l’une de ses racines est fonction symétrique des p racines 
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du premier groupe; les autres dépendent de la même façon 
des racines des autres groupes. 

Soit maintenant y, la racine qui peut s'exprimer au moyen 
de 


(5) Th Om(x), O2m(x), ARE O(p—1) m(x), 
soit y, celle qui peut s’exprimer au moyen de 
(6) O(x), Qrr+1 En Fe G(p—1) m+1 Gi 


les coefficients de l’équation qui a pour racines les quanti- 
tés (>) sont fonctions rationnelles de Y,, et toutes les fonc- 
tions symétriques des racines peuvent s'exprimer rationnelle- 
ment en y; y2 est une fonction symétrique de 


O(x), 007(x), 00M(x), ..…, 


et, par conséquent, aussi des racines (5); y: peut donc s’ex- 
primer rationnellement en y,, de sorte que l'équation en y 
jouit de la même propriété que la proposée. 

Si »m et p sont des nombres composés, on peut continuer 
de la même facon, et toute équation abélienne dont les racines 
forment un groupe peut étre ramenée à des équations abé- 
liennes de degré premier. 


Sur les équations irréductibles dont deux racines sont liées par la 
relation 


(1) TiLo + AL FOX + C—Oo. 


81. Nous supposerons que à, b et c sont des fonctions ra- 
tionnelles de quantités dont les coefficients de l’équation 
sont eux-mêmes des fonctions rationnelles. Si l’on change 
dans l’équation x en æ +, h étant déterminé par l’équa- 
tion 


(2) R+ (a+b)h+c—o, 
deux racines seront liées par la relation 


(3) Lie + (h+ a)xi+ (A + Db)xe = 0; 
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« Jo . I . e 
si l’on change ensuite + en =’ on obtient entre deux racines 


la nouvelle relation 

(4) 1+(h+a)xo+(h + b)x; = 0; 
si enfin on change x en æ + L, ou 

(5) (2h+b+a)hi+1=o, 


on obtient une équation dans laquelle deux racines sont 
liées par la relation 

(6) Li 0 La: où q—=— ne . 
Maintenant supposons que l’équation donnée continue à être 
irréductible, même lorsque l’on regarde À comme une quan- 
tité connue, bien qu'il soit donné par une équation du second 
degré, quantité pouvant être utilisée dans la décomposition 
en facteurs; dans ce cas, l'équation finale doit être considé- 
rée comme irréductible; car, si elle pouvait se décomposer 
en plusieurs autres, il suffirait, pour décomposer l’équation 
primitive, de revenir aux inconnues primitives. Un groupe 
de racines sera donné par les relations 


(7) Ville, Lo = AT3, aies Tp = ATX1, 


qui montrent que « est racine primitive de 





(8) ap — 1. 
De 

Ra 
(9) Re D: 
on tire 
(10) RMI Ut. 
“ 1 ÉETPAES 


et alors, en remplaçant 2 par cette valeur dans (2), on a 
(11) a2(ab—c)+(a?+ b— 2c)a + ab — © — 0. 


L'une des racines de cette équation est l’imaginaire conju- 
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œuée de &, car le produit des racines est un; soient 


COS + £Sinv 
et 
COSÙ — :SInv 


ces racines; on a 


a+ b2— 00 Cat 0) 











2COSDE= = ————— 2 
Cab tab à 
ou 
4 — D) FRE VAE FT 
(12) c = ab + (UE 51e h = — = À / tang À D 
4 9 HT 2 ; 
HOUSSE 
! D 


où | est premier avec p, puisque « est une racine primitive. 
On voit qu’un groupe de p racines de l’équation transfor- 
mée peut être exprimé au moyen de l’une d’entre elles; si 
l’on désigne par y, cette racine, les p racines sont données 
par l’équation 
DA NE 0! 


et s’il y a » semblables groupes, on pourra mettre l’équation 
transformée sous la forme 


(13) (xP=—yi)(xP— 75)... (tP—ym)=0; 

Vis Vs... Yn peuvent ainsi être considérés comme racines 
d’une équation quelconque du degré mn. Soit 

(14) fy)=0 

cette équation, l'équation en x sera 

(15) f(xP) = 0, 


et l'équation proposée doit être telle qu’on puisse la ramener 
à cette forme au moyen des transformations dont il a été 
question; on voit que p peut être supposé premier, sans 
diminuer la généralité de la solution. 


82. Les équations, qui ont la forme générale que nous 
avons considérée, supposent que « puisse entrer dans la rela- 
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tion (1). Si cette relation ne contient que des quantités ration- 
nelles, 
, FT 
CUS 
P 
doit être rationnel et le nombre premier p doit être égal à 2 
OU, 
Si p = 2, la valeur de c est illusoire ; dans ce cas 


Ah 0 
A —=—I—=— ;-— 

HAE 

ainsi 
CN 
d’où la relation 
(16) L1Ta + A(Li+ Le) + C = 0. 
Si l’on pose 
Y = Li+ Lo, 


on trouve l'équation en y en éliminant x entre la proposée 


et 
DAV RO) C0 


x 


On reconnaît que l'équation appartient à cette classe, 
quand elle reste inaltérée en changeant x en 





Réciproquement on trouve toutes les équations du degré 
2n, Qui appartiennent à cette classe, quand, dans léquation 
générale du degré » en y, on pose 





X?'— C 
(17) TE rares 
POUR 750084 
(18) c—ab+(a—b}, 


et la relation 


(19) Li Lo + AXi + bxo+ ab +(a—b} = 0. 
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Ces équations doivent rester inaltérées quand on change x 
en 


(20) Fer 


ax + a — ab + b? 





Her D 


Elles se réduisent à la forme 














x" = Ÿ, 
où 
I I 2h+(a+b) 
(ar) = —— + PE 10e Ù 
DIS ER A0 ML a bre 
et 
a+b  a—b ,— 
(22) h = — a VE GE 
2 2 


On peut facilement exprimer les coefficients de l'équation 
du troisième degré au moyen de l’un d’entre eux; si l’on pose 


Li Lo + L3 = Je LA lo TI T3 EE la Aa ; 


L1L2L3 — — A3, 
on tire de 





Li Lo + ak + Oxo + a? — ab + b = 0, 
La L3—+ AXa + bts + a2— ub + b?— 0, 


Lada + At3 + br + a? — ab + b?— 0, 
en les ajoutant, 
aa—(a+b)y+3(a— ab +?) = 0; 
et en les ajoutant, après les avoir multipliées par æ3, x; et, 
— 3a3+(a+b)az—y(a— ab +0?) —0o; 
d’où l’on déduit l'équation 
(23) a3+ya?+[(a + b)y —3(a?— ab + b2)]x + aby — (a3 + 03) — 0. 
En éliminant y entre cette équation et 
(24) F(Y)=.0;, 


où F(y) —o est une équation irréductible arbitraire, on ob- 
tient une équation de l’espèce cherchée. 
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Exemple : 
LL 22 —11 = 0; 


cette équation reste inaltérée quand on change æ en — 





Pre 
on à alors 

L1Le+ Li +1—=0; 
ainsi 





ee y = : 


Li 1 DENO. 
[+2 3 


? 


l'équation réduite est 


IVe 


x'3 — 
126 





83. Nous avons supposé que l'équation donnée reste irré- 
ductible quand la racine carrée qui entre dans À est censée 
connue; soit # cette racine, il peut arriver que l'équation se 
décompose en deux autres 


A2 £B—= 0 
et 

À — KB — O, 
et alors il est clair que dans ce cas la relation (1) détermine 
æ3 Comme racine d’une de ces deux équations quand >, est 
pris pour une autre racine. 

L'équation transformée se laisse décomposer aussi en deux 

autres et chacune des racines de celles-ci x; est déterminée 
en fonction d’une autre racine +, au moyen d’une relation de 


la forme 
Lk— AL; 


on arrive donc à la même détermination de « que dans le cas 
général, de sorte que l’on peut énoncer le théorème sui- 
van : 

Si deux racines d’une équation irréductible du nè"e degré 
sont liées par la relation (1), l’équation peut être résolue au 
moyen d’une équation du second degré à l’aide d’une équa- 


. , \ S 
lion de degré ma dans le cas où a — b; dans le cas contraire, 


on peut la ramener à une équation du troisième degré, à 
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; : k ; n 
l’aide d’une équation de degré 3) dans ce dernier cas on doit 


avoir Cc— 4 — ab +0? 


84. Lorsque deux racines d’une équation irréductible, déve- 
loppées en fraction continue, finissent par avoir les mêmes 
quotients complets, l'équation appartient à la classe d’équa- 
tions que nous venons d'étudier. Si le quotient complet com- 
mun est désigné par g on a 

d + d: q __f+ PH Pa Te 


(25) TER N? LA 
C—+—€e1q Mo 2 qi 


l di ; 

= et — étant les dernières réduites de x, et L, fi étant les 
ei £' 

dernières réduites de x, que l’on obtient quand on fait usage 

des parties différentes des fractions continues. Si l’on éli- 


minegona 


(26) (eg1—gei)tito+ (ef — ef1)21 + (dig — dgs)x2+ df— df= 0; 
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on a identiquement 


(27) (a f— ef) (dig — dg1) + (de; — ed )(fg1 — gi) 
? = (eg —ge)(dfi—fdi), 


où, comme l’on sait, 
de; — de; = +1, 


fai fi Ex 


POUPEE 70e D) 6 SE LIODOSE 


(28) 


eg — Lei = À, af — Efi= lg —gid—=a, 


(27) donne 





où À est un diviseur de a? Æ 1; la forme générale d’une équa- 
tion aux racines +, et x, est donc 


(29) LP LYS — —— —=0 


où «a désigne un entier quelconque, À un diviseur de a 1 
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9 


et y une racine d’une équation arbitraire. Pour p = 3 en 
posant 


ef — fe: = À, d\g 404 d == b, et dfi — fd; = C, 


[e) 
(25) donne 
DEV ENAC 
et l’on à (18) 


Àc = a? — ab + b?; 
il en résulte 
(b— a} =—Er, 


de sorte que l’on doit faire usage du signe +; on à donc 


tot 
atat+i 


À 


Ü = 


La forme la plus générale d’une équation du troisième 
degré aux racines x, et x, est donc 


LE PL As LH A3 = 0, 





(30) DOEERT 3(@E a+), 
ÉLRETR ele 52 ? 
\ VE 
(et hr : (2aE1)(@Ea+i1) 
A3 — DT = F ET 13 F7}: 


a est un entier arbitraire et À un diviseur de a ta+ir. 


Résolution algébrique des équations binomes. 
85. On a montré que la résolution de l’équation binome se 
ramenait à la résolution d'équations de la forme 
(1) TP 1 = 0, 


où p désigne un nombre premier; les racines de cette équa- 
tion ont été mises sous forme trigonométrique, et nous allons 
montrer maintenant comment on peut les mettre sous forme 
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algébrique. La somme de deux racines de l’équation (1) étant 
r « 2'T Q r A 4 
égale à 2co0s ci la circonférence pourra être partagée en 


p parties égales au moyen de larègle et du compas, si l’équa- 
tion en question peut être résolue au moyen seulement de 
racines carrées. 

Si l’on divise par x — 1, on obtient l'équation irréductible 


(2) GPTL PRES ETAT el 0, 


Les racines de cette équation peuvent être représentées au 
moyen de l’une d'elles « par les expressions 


(3) LARG SRE PRET UNS 


où 7 est une racine primitive de la congruence 


CI 


= 
Sy 


DD LERTETO (mod p), 


c'est-à-dire un nombre tel que r*— 1 ne peut être divisible 
par p pour À < p — 1. Il est facile de voir que tous les termes 
de la suite (2) sont différents. 

Soit 6 une racine arbitraire (1 excepté) de 


LCDEREET 0 
Nous aurons à considérer dans la suite le produit de 


Vi=apar + pra +... pra 





(16) par 


| Vo= a+ Bla" + B—2a +, , + BD ar: 
les termes en B” sont 
Br (œr"+1 2 Pr) 2 gr UP) D “RE STAY 


Si l’on pose &, + æ&" 1, «, sera racine de (1) et l’on aur 
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pour expression de la quantité entre parenthèses 
Mai ai +... + a? 


Si &, n’est pas égal à r, ceci représente la somme des ra- 
cines de l’équation (2), c’est-à-dire — r. Si, au contraire, 
t—1, Cette somme est égale à p —1; c’est ce qui à lieu si 

rr+i= 0(mod p), 


d’où l’on tire 





le produit cherché sera alors 


L G “APR PAT ges _g.) CHE DE, 


et comme 
1+R+R2+...+fr-2— 0, 
on aura 
p —1 
(7) ViV2=pl ? —==Æp, 
p—1 


CAD LI eStésal a rou a er 
Dans le premier cas, on peut réunir dans les deux facteurs 





Pond ; 
rangs ; 


V,et V, les termes éloignés l’un de l’autre de 


deux semblables termes sont 





Bear et 6 2 ar 4 2 — Gr Ce 


p=X 


p divisant r ? +1, p divise 


DD p—1 N 
( 2 Ne 2 +1) 


et ne divise pas le premier facteur; la somme de nos deux 
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termes est alors 
SO er), 


ou si, par exemple, 


et si l’on pose 


on à 
SD DECOSrEO; 


Si l’on désigne alors par y une racine de 


p—1 
8 AS _ 
(6) x —I1—=0, 





et si l’on fait p = 2u +1, on aura 








(9) 4ViVi= p, 

où 
Vie COS VC OST GREEN PE Y HE MGOS TEL, 
Va= cosa + y-1cosra+...+ y ut cosrb la. 





86. Si l’on pose 
HP 0), 
les racines de l’équation donnée (2) pourront se mettre sous 


la forme 
LPO CT) CT ECC OP ETS 


où OP—l(x)—x; cette équation appartient donc à la classe 
des équations étudiées (79), et les racines sont des sommes 
de termes de la forme 

"Ve, 


v désignant une fonction rationnelle des coefficients et de £. 
« peut donc s'exprimer au moyen de radicaux, si la même 
chose a lieu pour 6; comme le calcul de 6 dépend à son tour 
de la résolution d'équations binomes dont les degrés sont des 
nombres premiers inférieurs à p, on finit, par des réductions 
successives, par tomber sur des équations que l’on peut ré- 
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soudre et, par suite, la proposée est résoluble au moyen de 
radicaux. | 
Les termes de & sont conjugués deux à deux; par exemple 


sont conjugués, etc. Ces deux radicaux sont V, et V, dont le 
produit est Ep. Leur module est |/p. Les arguments s’obtien- 
nent en divisant, par les facteurs premiers de p — 1, un angle 
que l’on peut construire. Si le nombre premier p est de la 
forme 


(10) p =2#+1, 


p — 1 ne contiendra pas d’autres facteurs premiers que 2, on 
pourra donc, dans ce cas, partager la circonférence en p par- 
ttes égales, au moyen de cercles et de lignes droites, car on 
n'aura à construire que des expressions rationnelles, à par- 
tager des angles en deux parties égales et à construire la ra- 
cine carrée de p. 


87. Au lieu de traiter comme nous l’avons fait l’équation 
donnée, on peut la traiter comme une équation réciproque 
et la réduire à une autre de degré x, celle-ci conserve le 
caractère d’équation abélienne. En effet, ses racines étant 
des sommes de racines conjuguées de l'équation binome sont 
de la forme 


(11) ODA MS CON MENCOST2A PR NACOS ET, 


et l’on sait que cosr a est fonction rationnelle de cosa. Si 
l’on fait pour cette équation le produit 


Vo Vo n—1: 


on retrouve le produit (9) dont la valeur est p. 

C'est Gauss qui a résolu, pour la première fois, l'équation 
binome; il a fait voir que la circonférence pouvait être par- 
tagée en p — 2*#-+1 parties égales quand p était premier, et 
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cela en partageant des angles en deux parties égales et en 
construisant \/p. 
Plus tard, Abel a généralisé la méthode de Gauss. 


Division de la circonférence en 17 parties égales. 
Se: La division de la circonférence en dix- RADE parties 
igales dépend de l’équation 
(1) LAID 0; 


si on la divise par æ — 1 et si l’on réduit l'équation réci- 
proque ainsi obtenue, on obtient la transformée 


(2) 2x8+ xt— 7x Gr + i5xt— 102 — 1022 — 4x +I— 0. 
Les racines de cette équation sont 


2kT 
2 
17 





Æ = 2 COS 


OU AE 1 RTL 0. 

L'équation (2) étant du degré 2° pourra être résolue par la 
méthode développée (80), à l’aide de trois équations du second 
degré; mais nous préférons faire usage de l’équation primi- 
tive du 16° degré. 

La plus petite racine primitive de zx'f= 1 (mod. 17) est 3; 
on prendra alors 7 — 3, et les racines seront 


re a + a +ali+gii+a-t+as + g-138—+ a-15, 


[yo = a+ al0 ù 5 SEGA LEUR 7 5) + ait, 


alors on a 
Niels 


Le produit y,y, est rationnel, car si l’on échange « avec une 
autre racine il ne change pas de valeur; car si l’on échange & 
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avec une racine du même groupe y, et y, ne changent pas; 
si l’on échange « avec une racine d’un autre groupe y, et y; 
s’échangent entre eux. Comme le produit de deux racines 
est encore une racine, Yy:72 est la somme de 64 racines 
parmi lesquelles ne se trouve pas l’unité, deux racines con- 
Juguées se trouvant dans le même groupe; comme le produit 
est symétrique chaque racine y entre quatre fois. 
Enfin, comme la somme des racines est — r, on à 


Y192=— 4, 
el y. et y, sont racines de 


(5) J?+Y—4—=0. 


Maintenant posons 


(6) ( a +ali+ og -1+E a 18 — 7;;: A LA Ha HAS — 33 
| 9 + 015 + a 9 + g—15 — 79: œ10 + œil + g—10 + œil = 24, 

on aura 

(7) Z1—+ 2% = 1; 23 +23, = Yo. 


L'équation qui a pour racines les 8 termes de y, est du 
huitième degré; l’un de ses coefficients est — y, et les autres 
sont fonctions rationnelles de celui-ci. z, 3, doit donc pouvoir 
s'exprimer rationnellement en Yy,, car il n’est pas altéré 
quand on échange les racines contenues dans y,; le produit 
en question à 16 termes qui sont tous racines; parmi ceux-ci 
se trouve «!° qui appartient à y, et & qui appartient à y;; 
les autres termes de y, et y, doivent donc se trouver aussi 
parmi les 16 termes en question; on a donc 


Hé en) ], 


et, en remplaçant & par &ÿ, 


les z sont donc racines de 


(8) Z22—Yÿ132—1—=0 et 3?— ÿ23 —1=0O. 


P, 10 


146 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE VI. 
Si l’on pose enfin 
ee ra li , 
a13 + HR Lo, 


UNS = y; lila = 33, 


comme £, est rationnel en y, et z,, il doit en être de même 
de z;, et l’on a, en effet, 


2? = 22 +223 +4 ou 223 —= 2? +71 —Y1— 4; 
t, et €, sont donc racines de 
(9) LP — 3l+ 3 = O0. 


On peut donner six expressions analogues à celles qui sont 
données pour £, et 4. Ces huit valeurs sont racines de l’équa- 
tion réciproque du huitième degré à laquelle se ramène la 
proposée ; ces valeurs sont 


2C0S& ; 2060824; mA 2C0S84, 


où 
27 
«= —: 
17 
Le côté du polygone de 34 côtés inscrit dans le cercle de 
rayon I à pour expression 


— 9 COS — == 2 (08/44 

ne 
et se trouve parmi ces racines; on les construit facilement au 
moyen de cercles et de droites, à l’aide de trois équations du 
second degré, en construisant d’abord y et 3. Ainsi, on con- 
struit le polygone de 17 côtés et, en joignant les sommets de 
deux en deux, celui de 34 côtés. 


Réduction de l'équation «1? — 1. 


89. Nous appliquerons encore notre méthode au cas où 
p =13; ici r —2, et, en faisant abstraction de la racine r, les 
autres sont 


ÉQUATIONS ABÉLIENNES. 


Si l’on pose 
Fi=a +at+ ai + al + ah + a, 
Va = + 28 + Q6 + o2 + 48 + 6, 
on à 
Ra els Ji 


et l’on a, pour calculer y, et 72, 
J?+T —3 = 0. 


Posons 
Zi = à + 4-1; 39 = a+ a #*; 33 = A+ a, 
et, par suite, 
Z1 + Zo + Z3 = V1, 
2129 21 &3 + Z9Z3 = — I, 
RE Mail TER dE 


: 2 T > , ; 
les six valeurs de 2 cos —— seront déterminées par les équa- 





tions 
F?+ y —3 — 0, 
ZE? —Z VI —1—0, 
re + : P— 1 , 
Propriéte de l'équation a nel ou p est premier. 
90. L’équation 
MI 
10 





Xr— 
SON | 


(1) 
où p est un nombre premier, à pour racines 


CA CT F0 GT 
si l’on pose, comme plus haut, 
œ a+ a+... + arr, 
p—2 


(2) LE 
Er CALE NT ADO AC LAS RE De 2 


on à 
N+fi=s 


P peut être de la forme 4n + 1 ou 4 n + 3. 
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19 p—4n+1.— Les racines conjuguées se trouvent dans 
le même groupe; en sorte que y,y, ne contient pas le terme 1. 
Le nombre des termes de 7,72 est 4 n°? et chaque racine doit 
y entrer A fois; on a donc 


V+Yÿ—n—=0 
et 
—1+yp 


(3) = — 


L’équation dont les racines sont les termes de y, a ses 
coefficients de la forme a+by,, a et b désignant des 
nombres entiers; si l’on forme la somme des produits de 
q racines pour calculer les coefficients de l’équation, on 
obtient une somme dont chaque terme est une racine; ces 
racines sont les unes égales à 1, les autres sont des termes 
de y, ou de 7,; mais, si un terme de y, se trouve dans le pro- 
duit, ils doivent s’y trouver tous. La somme a donc la forme 
ay; + by2+c ou (a—b)y;+c—b, où a, b, c sont entiers 


et où l’on à 
2n(a+b)+c=Cy(2n), 


ces deux nombres étant tous deux l’expression du nombre 
des termes qui entrent dans le coefficient calculé. 

Si l’on échange « en a’, et, par suite, y, en y:, on obtient 
l’équation dont les racines sont les termes de y, les deux 
équations se distinguent seulement l’une de l’autre par le 
signe de Vp. Il n’y entre pas d’autres dénominateurs que : 
alors on peut écrire ces équations ainsi 


Vo NAT 
nt Cr et ne 


où Ÿ et Z ont des coefficients entiers, et on a identiquement 


HAN DL? 








, P— : P —3 x 
Yest de degré E " MATE degré P ; > comme les deux équa- 


tions que nous venons de former sont réciproques, on voit 
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que dans Y et Z les coefficients formeront des suites symé- 
triques, comme dans les équations réciproques. 

29 p—4n+3.— Les racines qui entrent dans y, sontles in- 
verses de celles qui entrent dans y,; parmi les (22 +1)? termes 
de y,72 Se trouve l’unité 27 +1 fois; chaque autre racine 
entre » fois; on a alors 


PP+HY+R+IZ=O, 





et, en procédant comme plus haut, on à 
HAN 2017; 


les deux équations ne diffèrent, comme dans le cas précé- 
dent, que par le signe de /— p, mais elles ne sont plus réci- 


, r . , I 
proques; l’une se déduit de l’autre en changeant x en — et 


en chassant les dénominateurs; les coefficients de Z ont les 
mêmes propriétés que plus haut, et les coefficients de Y sont 
égaux et de signes contraires deux à deux. 

Notre développement n’est pas applicable au cas où p = 3; 


dans ce cas 
A(x2+x+i) = Y?+37?; 


VE Tee: AS 
ou 
NÉ F1: L= F, 
ou 
Pr — I; LC 


Les théorèmes que nous venons de démontrer sur les poly- 
nomes X trouvent leur application dans la théorie des 
nombres (DiricuLer, Journal de Crelle, t. 17). 


——— OC — 
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CHAPITRE VIL. 


ÉQUATIONS RÉSOLUBLES A L'AIDE DE RACINES CARRÉES. 


Forme des racines. 


91. Soit x, une racine d’une équation irréductible donnée 
que nous supposerons résoluble au moyen d'expressions 
rationnelles et de racines carrées; lorsque nous dirons qu’une 
expression contient » racines carrées, il faudra sous-en- 
tendre que ces racines sont distinctes ; nous dirons qu’une 
expression qui ne contient que des racines carrées d’expres- 
sions rationnelles est une expression du premier ordre; une 
expression qui contiendra des racines carrées d’expressions 
du premier ordre seulement sera du second ordre et ainsi de 
suite. 

Si les radicaux qui entrent dans x, sont liés entre eux par 
une équation du premier degré à coefficients rationnels, on 
en profitera pour réduire le nombre des radicaux contenus 
dans #,. Lorsque x, sera ainsi ramené à contenir le plus petit 
nombre possible de radicaux, on fera évanouir les radicaux 
qui entreront en dénominateurs; on n’introduira pas, par 
cette opération, de nouveaux radicaux, cette opération se 
faisant par de simples multiplications qui peuvent se faire de 
facon qu’on n’introduise pas de nouveaux radicaux. Alors les 
radicaux n’entrent dans +, qu'avec l’exposant 1; car une 
puissance paire d’un radical est une expression radicale d’un 
ordre moins élevé; il en résulte aussi que toute fonction ra- 
tionnelle d’un radical entrant dans x, peut s'exprimer en 
fonction rationnelle du premier degré par rapportàce radical. 

Si l'on change les signes des radicaux qui entrent dans 
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l'expression de x, de toutes les manières possibles, +, pren- 
dra de nouvelles valeurs +, æ;, ..., æy et, Si +, contient 
p radicaux, +, prendra 2? valeurs; mais ces 2? valeurs ne sont 
pas toujours distinctes ; c’est ainsi que 


Va + Vo + Va — vb 





ne change pas quand on change le signe de V6. 
Si æ, est racine d’une équation trréductible 


(1) f(x)=0 


Lay Lys -.., Æy SOnt racines de la même équation. 

En effet, remplacçcons x par +, dans f(æ):commeil n’existe 
pas de relations entre les radicaux qui entrent dans x,, les 
coefficients des radicaux qui entreront dans l’équation ainsi 
obtenue devront être nuls. Les équations qui en résultent et 
qui expriment que +, est racine, à leur tour contiendront des 
radicaux dont les coefficients devront être nuls et ainsi de suite; 
on arrive de la sorte à des équations qui ne contiennent plus 
que des quantités rationnelles, qui ne dépendront pas des 
signes des radicaux qui entraient dans +, et qui seront satis- 
faits, quels que soient ces signes. Si donc l’équation (1) admet 
pour racine +,, elle admettra aussi pour racines æ,,4,, ..., Ty. 

Maintenant on peut poser 


Li — À! Se B Ve, 


où Ve est un radical qui n'entre pas sous un autre signe ra- 
dical; ÿc n’entre pas alors dans l’expression de À ou de B, 
qui peuvent contenir d’autres radicaux; posons alors 


XZa= ÀA—BVÿc; 
le produit 


(& — x1)(X — 2) 


ne contiendra pas Ve si l’on forme des produits analogues 
pour toutes les autres racines en changeant les signes des ra- 
dicaux se trouvant en A et B ; on obtient l'expression 


(T— 1) (tr — ta), PQ (TZ —xy) 
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transformée en un produit de 2?—t facteurs du second degré, 
qui se déduisent de l’un d'eux, en changeant les signes les 
radicaux de toutes les manières possibles. Deux de ces fac- 
teurs sont de la forme 


xt + (A+ B: Volr PAS B> Ver. 
X? + (A; — B; Vce)x she A2 — B> Ve. 


et leur produit du quatrième degré dont le premier terme 
est æ* ne contient pas Vc,. Si l’on traite ces facteurs du qua- 
trième degré d’une facon analogue et si l’on continue ainsi 
de suite, on finit par trouver une équation du degré 2P à 
coefficients rationnels admettant les racines æ,, æ:, ..., æy. 
Si elle est irréductible, elle doit se confondre avec l’équation 
donnée; mais il peut arriver que plusieurs valeurs de x 
soient égales, en sorte que l’équation obtenue soit réduc- 
tible. Dans ce cas elle admettra un même nombre de fois 
toutes les racines de f(æ) —o; sans quoi, en divisant par 
une puissance convenable de f(x), on pourrait obtenir une 
équation admettant une partie seulement des racines de 
f(æ)—=0o; le degré de l’équation donnée doit donc être un 
diviseur de 2°. Donc 

Une équation trréductible qui peut étre résolue au moyen 
d’extractions de racines carrées doit étre d’un degré égal à 
une puissance de 2 et ses racines ne diffèrent les unes des 
autres que par les signes des radicaux. 


92. Une racine d’une équation irréductible de degré 2? 
qui peut être résolue à l’aide de racines carrées peut s’exprt- 
mer au moyen de p radicaux. 


Si dans l’équation 


(1) le — 0 


FSI | à : 
on remplace æ par > Si l’on chasse les dénominateurs et si 


l’on cherche par les méthodes connues le plus grand commun 
diviseur des premiers membres des deux équations, on 
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obtient un reste du premier degré 
Mx + N 
et le dernier diviseur peut être représenté par 
Ax?+Bxr+cC, 


M, N, A, B, C désignant des fonctions entières de Æ et des 
quantités connues. Soient æ, et x, deux racines de l’équa- 
tion (1) : si l’on fait {= x,x:, x, et x, seront des racines 
communes aux deux équations et l’on aura 

B C 


Pt tt 


PE le 
A A 


La forme la plus générale d’un facteur du second degré de 
f(x) en fonction du produit de deux racines est donc 


22+o(k)x +k, 


o désignant une fonction rationnelle. 

Quand k sera connu, les deux racines seront ainsi données 
par une équation du second degré, c’est-à-dire que leur ex- 
pression contiendra un radical de plus que celle de #. 

k, étant un produit de deux racines, sera déterminé par une 
équation de degré 


"2P(2P— 7; 
HS — 2P—1(2P — 1). 
3) 





Comme Æ peut s'exprimer au moyen de racines carrées, 
l'équation en « devra pouvoir se décomposer en d’autres 
dont les degrés seront des puissances de 2. Ces équations 
ne peuvent être toutes de degré 2? ou de degré plus élevé, 
car une somme de pareilles puissances serait divisible par 2?, 
ce qui n’a pas lieu avec le degré de l’équation déterminant £:le 
degré de l’une de ces équations doit donc être au plus égal 
AP. 

L'équation de degré 2? pourra donc se résoudre au moyen 
de p racines carrées si celle du degré 2?! peut se résoudre 
au moyen de z — 1 racines carrées.Mais l'équation du second 
degré peutse résoudre au moyen d’une racine carrée; le théo- 
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rème se trouve donc démontré. Cependant, il existe un cas qui 
demande à être examiné de plus près, à savoir celui dans le- 


k : _. 
queli/(t)'et# (2) ont un facteur commun de degré supérieur 


à deux. Cela ne peut arriver que si l’on a, pour des valeurs 
de p et q différentes de r et 2, 


D Des 


on aura alors 
Li La = LpLq 


et si l’on remplace + par x +, 
Lp Lg + N(Lp+ La) +R = Lite + (ai + Le) +2; 


cette formule ne peut avoir lieu quel que soit À; sans quai 
l'équation donnée aurait des racines égales, ce qui est impos- 
sible, puisqu'elle est irréductible. 

Si donc la démonstration tombait en défaut, on pourrait 
toujours transformer l’équation de manière que le cas en 
question ne se présente pas. Comme la transformation n’altère 
pas le nombre des radicaux qui entrent dans les expressions 
des racines, le théorème est vrai dans tous les cas. 


93. Si, comme plus haut, on associe les facteurs 
De NE La ET y, 


deux par deux, les nouveaux facteurs du second degré deux 
par deux et ainsi de suite, on se débarrasse chaque fois d’un 
radical; quand il ne reste plus qu’un radical /æ, on obtient 
deux facteurs qui ne diffèrent l’un de l’autre que par le signe 
de; l'équation de degré 2? peut alors se ramener à une 
autre de degré 2?! dans laquelle les coefficients contiennent 
Væ et qui prendra la forme 


TM + GAL + a AMI... 


dre Va (ban biaxm-2+,, + bn) = 0 


où »m — 2/7", et l’on peut toujours faire en sorte que le coef- 
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ficient de la plus haute puissance de x soit l’unité, sans que 
V+ entre en dénominateur. Si l'équation donnée est 


FU) ES 0; 


il faut donc que l’on ait 


HU) — (am + ai æ'—1 srovoe ta.) }? 
— a(bixm-1+ boam2 +, , + b,,)2. 


Væest le dernier radical que l’on fait disparaître dans x, 
c'est-à-dire le premier qu’il faut calculer quand on veut 
évaluer æ,3; si l’on a le choix entre plusieurs radicaux à 
calculer tout d’abord, f(x) peut être ramenée de plusieurs 
manières à la forme que nous venons de considérer. Par 
exemple, si 


t=Va+vVb+VVa+ vb +k, 
on pourra ramener f(x) aux deux formes 
A2 — aB? ou A2— bB?, 


où À est du quatrième degré et B du troisième. 


Résolution de l'équation. 


94. Pour abaisser l’équation donnée, on peut former 
l'équation qui à pour racines les valeurs de 


(ei om 560 Von . —- Tm) (Er + Lm+2 ne . + À 7n he 


Le degré g de cette équation est égal à la moitié du nombre 
de manières dont on peut prendre 2771 lettres sur 2? ou 


2P | 
Dpt)? 


S EE 
On peut montrer que ce nombre est impair; si l’on divise 
par 2 tous les facteurs pairs de 2?! on obtient tous les fac- 


teurs de 2?-!!, Si donc «, u,, u, désignent des nombres 
impairs, On aura 
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Si l’on remplace successivement p par p — 1, p —2,. 
et si l’on multiplie les équations ainsi obtenues, il vient 


DOM ETUTIUS 
le dénominateur de £# étant 2*-!u?u?..., ainsi 
o 1 2 , 


u 


Ye 


Ua... 


ce qui est un nombre impair. 

L’équation déduite de la proposée et que nous venons de 
considérer est résoluble par radicaux, si la proposée l’est, et 
elle doit se décomposer en équations dont les degrés sont 
des puissances de 2; or son degré est impair : donc l’une des 
équations dans lesquelles elle se décompose doit être du pre- 
mier degré, de sorte que, parmi les valeurs que peut acquérir 
le produit que nous avons considéré, l’une est rationnelle; 
on peut la trouver dès que l’on a formé l’équation auxiliaire, 
car elle entre en facteur dans le dernier terme du premier 
membre de l’équation auxiliaire; comme on connaît en outre 
la somme des facteurs de ce produit, ceux-ci pourront se 
déterminer au moyen d’une équation du second degré à coef- 
ficients rationnels. On connaît donc la somme de 72 racines 
en fonction d’un radical carré et les autres fonctions symé- 
triques de ces m racines peuvent s'exprimer rationnellement 
à l’aide de la somme trouvée et des quantités connues; l’équa- 
tion qui détermine ces m2 racines a donc la forme 


CE (a + D: Va jai En va Care Da Va)æm-2 +, pe reD Va NE 


OÙ A4, 01, As ..., Am» Om Et à sont rationnels. Si l’on change 
+ Va en — x, on obtient l'équation qui donne les m» autres 
racines. 

Si l’on traite de même l'équation réduite, en regardant Va 
comme une quantité connue, on obtient une équation de 
degré 2°? dont les coefficients sont fonctions de Vx et d’un 
nouveau radical carré. Ici se présente une difficulté : la racine 
que l’on cherche et qui doit être considérée comme ration- 
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nelle est en réalité de la forme b + cV/« et doit être facteur 
d’une expression de la même forme, à savoir le dernier terme 
de l’équation; mais on peut tourner la difficulté en changeant 
æ en y +aV« et en décomposant l'équation en deux autres 
ayant pour racines b et c. 


Condition pour qu'il soit possible de résoudre l'équation. 


95. En suivant la marche que nous venons d'indiquer, il 
est toujours possible de résoudre une équation résoluble à 
l’aide de radicaux carrés. Mais en pratique il devient déjà 
très pénible de résoudre l’équation du huitième degré. On 
peut souvent simplifier les calculs en faisant usage du théo- 
rème suivant : 


S'il est possible de réduire de moitié le degré de l’équation 
HDI OMeneEtroyanalarracirelcarreenderf(r)norneudor 
trouver un reste qui, multiplié par une puissance de 2, est 
divisible par «, Vx désignant la racine carrée à laquelle on 
est conduit en effectuant la réduction. 


Supposons que l’équation soit 
(1) x?m+ Aja?m-li+,,,+ A, =0 
et puisse être ramenée à la forme 
O) (at+a am 1e, + am) a(bian-ie bixm-2 + b, = 0; 
supposons que l’extraction de la racine carrée donne pour(1) 
(3) (am + Ram Roan2 + km) + Ry1 = 0, 


R,,- étant, au plus, de degré m — 1; alors on a identiquement 


Lan + (ai + ki) ml (aa + ka a+ am + km] 
(Ana X (a )a LE (as — R)rm 2 +... + am — Km] 
— a(Ü: æm—t1 + baxm-2 +, . Éne br } + etes 


ÉbPréniecalantrléeCoetiCiemtSrdenr MATTER 07 AT OU 
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le reste est sans influence, 


2(a— 1) — O, 
2(43— la) + (a+ )(a— ki) = ab}, 


© + © e © de + se » © + © els ee os ee 1e 0 12 ee) eue) ee... 


2(Ayn LD Ha) = (a ie Ki) (am: se Km—1) rat .. 
Co (m1 + km-1) (ai — k:) = aB. 


aA et «B désignant des quantités divisibles par «x. 

La première de ces équations montre que a —=K%,;; la 
seconde que a, — k,, abstraction faite du facteur 2, est divi- 
sible par &; la troisième que a; — #%; est divisible par «, et 
ainsi de suite; la dernière montre que a, — k, est encore 
divisible par &; æ& est donc facteur du premier membre de 
l'identité (4) et par suite de R,,_1. 

Si la racine contient plusieurs radicaux du premier ordre, 
chacun de ceux-ci peut être soumis à la même discussion 
que Væ, et tous les facteurs des quantités rationnelles «& doi- 
vent se trouver dans les termes de R,,_,. 

Considérons, par exemple, l'équation à laquelle on ramène 
æ&11 — 1 — 0, à savoir 


fx) = 28 + 2 — 7 06 — Gr$ HI x HIORÎ—I1022— 4% +I1—0; 
l'extraction de la racine carrée donne 
DR m1 = —17,3228—17.8822— 17.92% — 17.1273; 
l'équation peut en réalité s’écrire 


} I 9 3 3 Vi 7 9 
LH — 28 — — x?+2x—1= -(X3+ x?— 9%). 
D 2) 3 





Application à un problème de Géométrie. 


96. Les équations que l’on peut résoudre par de simples 
extractions de racines carrées ont une importance toute par- 
ticulière en Géométrie, car tout problème de Géométrie 
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résoluble au moyen de la règle et du compas doit conduire 
à une semblable équation. Toute construction de ce genre se 
ramène à ces problèmes élémentaires : faire passer une droite 
par deux points; décrire, d’un point donné comme centre, 
une circonférence de rayon donné; en répétant ces construc- 
tions, la Géométrie analytique permet de calculer les élé- 
ments inconnus en fonction de ceux qui sont donnés ; comme 
ces calculs ne conduisent jamais à des équations d’un degré 
plus élevé que le second, £{ faut que les éléments inconnus 
puissent se déduire des données par de simples extractions de 
racines carrées. 

Il résulte de là qu'il est impossible de partager un angle en 
trois parties égales au moyen de la règle et du compas. On 
peut, en effet, se proposer de construire le cosinus de cet 
angle et, comme ce cosinus est racine d’une équation irré- 
ductible du troisième degré, il ne peut pas s'exprimer au 
moyen de racines carrées. 

La plupart des constructions reviennent à la détermination 
d’un point qui lui-même se trouve déterminé par l’intersec- 
tion de deux lieux géométriques. Si l’un d’eux est une 
droite dans une position quelconque et si l’autre est une 
courbe indépendante, on peut déterminer l’ordre de cette 
courbe si la construction du point peut se faire à l’aide de la 
règle et du compas. D’une manière moins générale, on peut 
avoir à déterminer la courbe lorsque la droite renferme un 
paramètre variable, par exemple quand elle doit passer par 
un point fixe. 


97. Supposons que l’on se donne un faisceau de droites 
dont le sommet soit à l’origine des coordonnées et propo- 
sons-nous de érouver les courbes dont les intersections avec 
une droite quelconque du faisceau peuvent être déterminées 
à l’aide de la règle et du compas. 

Nous supposerons que la courbe ne passe pas par l’ori- 
eine; prenons des coordonnées polaires et posons 


(1) HT HT, 
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l'équation de la courbe prend la forme 


(2) a+br+c?+...=o, 
où a n’est pas nul et où a, b, c, ... sont des fonctions homo- 
gènes des degrés o, 1, 2, ... demnet den. 


Si le problème peut être résolu avec la règle et le compas, 
cette équation doit pouvoir se résoudre pour toute valeur 
de » et de nr; ilexiste sans doute entre mn et » une relation en 
sorte que leur rapport seul est arbitraire; mais on peut rem- 
placer m et n par mk et nK, si l’on change en même temps 


r en D et l’on peut, par cete raison, regarder m et » comme 
indépendants. 

D'après nos hypothèses les constantes qui entrent dans 
l'équation de la courbe sont imdépendantes de #7 et de ». Il 
est facile de voir que l'équation (2) est irréductible si la 
courbe est indécomposable. 

Si l’équation (2) est susceptible de se résoudre au moyen 
de racines carrées, elle devra pouvoir se ramener à la forme 


(52 KA + Br + Cr, ...) = ki(Ai + Bar + Car?,...}?, 
où Æ et £, sont des fonctions entières homogènes de mn et n ; 
(3) n’est pas nécessairement identique à (2), car on peut avoir 


supprimé un facteur par la division. En comparant les équa- 
lions, on voit que ce facteur est 


"+? ou y—#kA’—HkA?; 


car a est indépendant de » et x et on peut le supprimer sans 
changer la forme de nos équations. On peut supposer que Æ 
et Æ, n’ont pas de facteur commun, car on pourrait le faire 
disparaître par la division; on peut supposer en outre que © 
n’a pas de facteur commun avec # et k, ; car un facteur appar- 
tenant à © et à «, appartiendrait à A, B, C, ... et pourrait être 
supprimé par division sans changer la forme de l’équation. 
On peut mettre (3) sous la forme 


[A VE + A1 -2(B VE + Bi Vh)r +...) 
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Si l’on multiplie le premier facteur par AV4— A, VX#,, le se- 
cond par AV#4 + A,V#;,, on obtient la forme 


Lo (M+NVE)r + (M+Nvkt)r+...] 
x [o+(M—NVE)r + (MN VAR )r+...] = 0 


et le premier membre doit être divisible par o&°. 

Nous allons montrer que chacun des facteurs est divisible 
par ©. Si l’on forme le produit des deux facteurs, chaque 
coefficient sera divisible par ©?; or, en développant, on a 


p2+2pMr+.. 


et l’on voit que © doit être en facteur dans M. Si nm — œn est 
en facteur dans ©, m—an doit annuler un des deux fac- 
teurs, par exemple le premier; »m—an doit alors annuler 
M + NV#k, et, comme #4, n’a pas de facteur commun avec o, 
il doit annuler N. Maintenant, considérons dans le produit le 
coefficient de r?: en dehors des termes divisibles par e?, il 
n'entre que le terme 2M,c et nous voyons que M, doit être 
divisible par #; nous en concluons, comme plus haut, que N, 
est divisible par o; en continuant ainsi, on voit que tous les 
M et les N sont divisibles par +. Si l’on divise les deux fac- 
teurs par ©, on obtient l'équation (3) dégagée du facteur o et 
sans que sa forme soit modifiée; on peut donc supposer (2) 
et (3) identiques; alors on a ÆA°— £, A?— a, a étant indé- 
pendant de met n; a n’est pas nul et £ et À, ne peuvent être 
tous deux constants (sans quoi l’équation serait réductible); 
les coefficients doivênt être des fonctions homogènes de m 
et de », parce que l’équation reste inaltérée par la substitu- 





: : fa 
tion qui remplace m, n, r par mh, nh, Fi et ne peut prendre 


la forme (3) que d’un nombre fini de manières; si donc k, 
contient » et », À, doit être nul et Æ et À constants. 

Si l’on pose £, = o dans (3), on détermine les valeurs de 
m et z pour lesquelles les points d’intersection d’une droite 
et de la courbe sont confondus deux à deux. La courbe doit 
donc étre une courbe d’ordre 2P telle que du sommet du 


P. II 
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faisceau on puisse lui mener des sécantes dont les intersections 
coincident deux à deux et, comme A,—=o, k, doit être au 
moins du second degré en m et n; le sommet du faisceau 
doit donc être le point d’intersection de deux droites jouis- 
sant de cette propriété et, s’il est arbitraire, le problème ne 
sera possible que si une droite coupe la courbe en deux points 
seulement. Donc : 


En dehors des coniques, il n'existe pas de courbe dont les 
intersections avec une droite arbitraire puissent se déterminer 
à l’aide de la règle et du compas. 


Et le principe de dualité montre que, en dehors des coniques, 
il n'existe pas de courbe dont les tangentes menées par un 
point arbitraire puissent étre construites avec la règle et le 
compas. 


Intersections d’un faisceau avec une courbe du quatrième ordre. 


98. Nous allons considérer, en particulier, les courbes du 
quatrième ordre; leur équation doit être de la forme 


(1) (A+Br+Cr}= kr?(Dr+Ey. 


Si E n’est pas nul, Æ£ est du deuxième degré; si E est nul, # 
doit être du quatrième degré. Dans le premier cas, on par- 
vient à une équation de la forme 


(2) S?= À aÿy?, 


où $ — 0 représente une conique quelconque, où À désigne 
une Constante, #y—0MUNeNIENCNdrOIe = 0 D ORUCUX 
droites du faisceau. 

Dans le second cas, on a 


Sa) «Ayo, 


æ—0, B—0, y—0, d—0o sont alors des droites arbitraires 
du faisceau. 

La première équation appartient à une courbe du quatrième 
ordre avec deux points doubles déterminés par S—=o et 
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7 = 0 et avec les tangentes doubles « — 0, 6 —o qui se cou- 
pent au point donné et dont les points de contact se trouvent 
avec les points doubles sur la conique S — 0. 

La deuxième équation est celle d’une courbe du quatrième 
ordre avec quatre tangentes doubles qui se coupent au point 
donné et dont les huit points de contact sont sur la conique 
Sie 

Nous n’examinerons pas le cas où le point donné se trouve 
sur la courbe et y est un point multiple d'ordre g, l’ordre de 
la courbe cherchée s’élevant de g unités. Nous montrerons 
seulement comment on peut construire les intersections des 
courbes de la première classe avec les droites du faisceau au 
moyen de deux coniques. 

L’équation (1) peut s’écrire 


(G— D ÿÆ}r2+(B—E ÿk)r + A = 0. 


Les racines étant 7, et 7», posons 


2 I [ 

— = — —+ —. 

p1 ri T2 

Si l’on change VÆ en — VX et 01 en P2, p1 etp, seront déter- 
minés par l'équation 


(B?— kE?)o?+ 4ABp + 4A2= 0, 


qui est celle d’une conique; cette conique, pour Ê — 0, se 
transforme en une droite double 


Bpo+2A—=o 


qui est la polaire de l’origine par rapport à la conique $ — o. 

Si E n’est pas nul, », et p, sont confondus pour £—=o et 
les tangentes doubles sont tangentes à la conique auxiliaire. 

Comme les deux intersections fournies par la conique ne 
suffisent pas pour déterminer les quatre points d’intersection 
cherchés, nous ferons usage d’une seconde conique; on peut, 
par exemple, prendre celle dont les points d’intersection avec 
les droites du faisceau sont en division harmonique avec r, et 
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r>, et également avec 7, et 7,; ces points sont déterminés 
par les équations 


2(LiXo + rira)e= (Xi + La) (T1 + ra), 


2(L1La + rat) = (tira) (rs re) 
On en déduit l’équation de la conique cherchée 
(BD — CE) x2 + 2ADx + AE = o. 


Pour E — 0, cette conique se décompose en deux droites, 
dont l’une passe par le point donné et dont l’autre est la 
droite trouvée plus haut. Dans ce cas, on ne peut pas opérer 
la réduction, tandis que, quand E est différent de zéro, on 
détermine facilement les quatre points d’intersection quand 
on a trouvé les intersections avec les coniques auxiliaires. 

Inversement, on peut se donner deux coniques et se pro- 
poser de construire une courbe du quatrième ordre de l’es- 
pèce qu’on vient de considérer. Pour plus de détails, on peut 
consulter un Mémoire de l’auteur dans le 7idsskrift de Zeu- 
then pour 1874. 


——— € GQ em — 
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CHAPITRE I. 


SÉPARATION DES RACINES. 


Limites des racines réelles. 


99. La résolution algébrique des équations de degré supé- 
rieur au quatrième n'est, comme nous l’avons vu, possible 
que dans des cas particuliers. Lorsque l’on donne une équa- 
tion à coefficients numériques, on peut cependant, sans con- 
naître la forme algébrique des racines, déterminer leurs va- 
leurs numériques avec telle approximation que l’on veut. Pour 
obtenir ces valeurs approchées, il faut d’abord séparer les 
racines, c'est-à-dire déterminer pour chaque racine deux 
nombres comprenant cette racine et pas d’autre racine ; s’il 
existe des racines égales, il faut connaître leur ordre de mul- 
tiplicité. La séparation est facilitée quand on détermine d’a- 
bord les limites des racines, c’est-à-dire deux nombres com- 
prenant toutes les racines réelles; on a plusieurs méthodes 
pour déterminer les limites des racines qui ne donnent ce- 
pendant que des approximations très incertaines. 


100. Première méthode. — Soit l'équation 
AN + a x! +, D oE 7 An LION —, A FN SRE apX!t—P . Nous An = O, 


où a, est le premier coefficient négatif et a&, le plus grand 
coefficient négatif pris en valeur absolue. Pour æ>1, on a 


xn—-m+1— 7 


TL Ap(LN MR GR MEL, HI) = Gp n : 
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donc aussi 


an—m+i 
TIM Ah SAT ; 
ou 
xm-1(x pis 1) < Ap; 
ou 
(1) RE ANT RE 


Cette valeur de x sera une limite supérieure des racines. On 
peut abaisser cette limite comme il suit. Posons 


et appliquons la formule trouvée pour la limite supérieure à 
l'équation en y,ona 

TÉL Vapar, 
on aura 


I et 
(2) ae Van arm, 


Comme x est un nombre positif arbitraire, on peut le choisir 
de manière à abaisser autant que possible la limite trouvée; 
cette valeur s'obtient en annulant la dérivée du second 
membre de (2), ce qui donne 


I P—Mmy— ——2 


id 7 





7 
. P P — Mn \ P Ve P Ah 
(a) DE —— | —— ) Vay=p — 
jm À m IP D RENE 


formule que l’on ne peut employer si nm — p; dans ce cas, (2) 
donne pour à — 

PAR Rr. 
(4) ZT < Ê An. 





On ne peut pas prendre ici pour @&, le plus grand coefficient 


SÉPARATION DES RACINES. 16) 


négatif de l'équation donnée, parce qu’il ne donne pas néces- 
sairement le plus grand coefficient de l’équation en y; on 
doit, pour ce motif, prendre la limite la plus élevée, que l’on 
obtient quand on prend pour a, tous les coefficients néga- 
tifs. | 

Exemple : 


DB — LH SA — 15 LS — AT x + 28 — grrr — 3137 +1 =0; 


les limites sont 


MSN) 4/ 4 = RC TTLT 1/40 10 
1, 5 re. 4 + Ô EE 7 St À) 
4 ir. F5 65 


d'où il résulte que 5 est une limite supérieure des racines 
positives. La plus basse limite en nombres entiers est en réa- 
lité 4. 

Si l’on change x en — x et si l’on cherche une limite supé- 
rieure des racines de l’équation transformée, on obtiendra 
une limite inférieure des racines négatives de l’équation pro- 


posée. On trouve ainsi 
OU ; 
SHARE RO: 
10 


en sorte que les racines réelles de l'équation considérée 
sont comprises entre — 6 et + 5. 








. T 3 ‘4 
Si l’on change x en —» On trouve, en appliquant les mé- 
Fr Lé I . L] . 
thodes précédentes, que _ est compris entre deux limites 
= et: 
k kri 
la première de ces quantités est une limite supérieure des 


racines négatives, la seconde est une limite inférieure des 
racines positives. 


—%ket k,, alors x ne peut pas être compris entre — 


101. Deuxième méthode. — On met l’équation sous la 
forme 
f(x) = (x) —g1(x) + p:(x) = 0, 


où o(x) désigne l’ensemble des termes précédant le pre- 
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mier terme négatif, — vw,(x) l’ensemble des termes négatifs, 
(+) l’ensemble des termes positifs restants. Dans la diffé- 
rence 

PCT) — pi(x) 
substituons des nombres positifs croissants jusqu’à ce que 
nous trouvions un nombre # qui rende cette différence posi- 
tive; À sera une limite supérieure des racines positives. En 
effet, soit +x”* la puissance la moins élevée de x dans o(x), 
la différence précédente peut s’écrire 


aæmn [ET Le no] : 


‘ht x’ 


Or pe ne contenant que des coefficients et des exposants 
p1Cx) 


an 





positifs sera croissant avec x, ne contenant que des ex- 


posants négatifs sera décroissant quand x croîtra. Une valeur 
de æ supérieure à Æ rendra donc notre différence positive, et, 
par suite, f(x) positif. Aucune valeur de x supérieure à Æ 
ne pouvant annuler f(x), À sera une limite supérieure des 
racines. 


Exemple. — Si, dans l'exemple ci-dessus, on change x en 
— æ, On obtient l'équation 


RS + AT + SR HIS x — 47 xt — 28 — T1 x + 313X +I1= 0. 
Si, après avoir divisé par æ+?°, l’on cherche à rendre positif 
RO + x + 5xtLi5x8—(47x?+ x +711), 


on voit que cela a lieu pour æ—3. Cette méthode fournit 
donc — 3 comme limite supérieure des racines négatives, 
tandis que l’autre méthode donnait — 6. 

La méthode précédente peut être généralisée en décompo- 
sant f(x) en plusieurs groupes de la forme o(æ) — p,(x), où 
les coefficients de v(x) et de w,(x) sont positifs, tous les 
termes de o, étant de degrés inférieurs à ceux de o(x); une 
valeur de æ qui rendra positives toutes ces différences sera 
évidemment une limite supérieure des racines positives. 
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102. Méthode de Newton. — Si, dans les polynomes 
f(x), fa), SUCER f"(x), 


on substitue des valeurs croissantes de x jusqu'à ce que l’on 
trouve un nombre k qui les rende tous positifs, k sera une li- 
mite supérieure des racines. 


En effet, on a 


CG + 2) =f() + fn) - + f À +...+ A2, 


d’où il résulte que f(k +2) sera positif si À est positif et si Æ 
a été déterminé comme il a été dit : À + h ne peut donc être 
racine si À est posilif, donc Æ est une limite supérieure des 
racines. 

Cette méthode est plus pénible que les précédentes, mais 
elle donne, en général, des limites plus resserrées. Toutefois, 
les limites peuvent encore être trop élevées, car cette mé- 
thode fait, en outre, connaître des limites supérieures des 
ACIDC O0 00) 00 el ceséquations peur 
vent avoir des racines bien supérieures à celles de f(x) = 0. 

Un exemple servira à jeter quelque lumière sur la pratique 
de cette méthode. 








Exemple : 
LS + 5Ltt— 102 + L—1602— 7 = 0, 
f(x) =am+5rt—r1or + xt —16x —7. — | + 
f(x) = 5xt+ 20x3— 30x2+ 27 — 16... — | + 
" TL 
He, =UIOM +307 000... + 
({/4 
Ga 
f “a, O0 O0 eue 2 — | + 
Ds 
IV TL 
ji { REP er Asie sn sie se elein niels ce » nice ee SE 
2,04 
EC) + at PRET ES 





L'=NOMIMTR20 


On commence par en bas, æ— 0 rend f" positif, toute va- 
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leur supérieure rend f'” positif, et l’on en a fini avec cette fonc- 
tion, æ— 1 rend positif /”(æ) et f’(x), mais f'(x) négatif; 
pour æ — 2, f'(x)est positif, mais f(æ) est négatif et, comme 
finalement 35 rend f(x) positif, c’est une limite supérieure. 
des racines. 


Nombre des racines comprises entre deux nombres donnés. 


103. Soient &;, æ, az, ... les racines réelles de f(x) — 0, 
rangées par ordre de grandeurs croissantes; on a 


HCARER CE NT NUE Ne 


X déterminant les racines imaginaires et ne pouvant, par 
suite, s’annuler pour aucune valeur réelle de x. Si l’on 
prend æ inférieur à &, et si on le fait croître jusqu’à ce qu’il 
passe par une valeur supérieure à la plus grande racine 
réelle, le signe d’un facteur et, par suite, le signe du produit 
changent chaque fois que + passe par une racine : f(x) doit 
donc prendre le même signe pour des valeurs de æ compre- 
nant un nombre pair de racines et de signes opposés pour des 
valeurs de æ comprenant un nombre impair de racines. Donc 


Si f(a) et f(b) ont le méme signe, il y a un nombre paü 
de racines entre a et b; si a et b sont de signes contraires, il 
y a un nombre impair de racines entre a et b. 


Par exemple, si, dans une équation dont le dernier terme 
est € a,, on fait successivement æ égal à — , o et +, on 


obtient, pour f(x) 
Éd EU,  -Ec0, 


on à + pour æ—— si l’équation est de degré pair et 
— si elle est de degré impair; il en résulte qu’une équa- 
tion de degré impair a au moins une racine réelle de signe 
contraire à son dernier terme, et une équation de degré pair 
à une racine positive et une racine négative au moins, Si son 
dernier terme est négatif. 
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Théorème de Descartes. 


104. Lorsque deux termes consécutifs d’une équation ont 
le même signe, on dit qu’ils forment une permanence; lors- 
qu'ils ont des signes contraires, ils forment une variation. 

Descartes a démontré le théorème suivant : 


Une équation ne saurait avoir plus de racines posilives que 
de variations, ni plus de racines négatives que de perma- 
nences. 


Pour démontrer ce théorème, nous considérerons une 
équation quelconque ordonnée suivant les puissances dé- 
croissantes de +, et en la multipliant par x — a, nous intro- 
duirons la racine positive a. Nous allons voir que, quels que 
soient les signes des termes, cette multiplication introduit 
une variation au moins. 

Le premier terme x” de l'équation peut être censé positif ; 
la première variation se rencontre dès que l’on arrive à un 
terme négatif et, comme il est précédé d’un terme positif, ces 
deux termes seront 


An p XP Pet An—p+1 TPE. 
Un des termes de la nouvelle équation sera alors 
TE (aan p + An—p+1)TP. 


On ignore si le terme précédent est positif, mais ce que l’on 
sait, c’est qu’il existe au moins un terme précédent positif et 
si, par suite, on parcourt la suite des termes depuis le pre- 
mier jusqu’au terme en æ?, on rencontrera au moins une va- 
riation, comme dans la première équation à æ?-!. Si, en par- 
courant la suite des termes jusqu’au terme en æ?, on rencontre 
plus d’une variation, on en rencontrera évidemment un 
nombre impair, car le changement d’un signe ne peut jamais 
produire une augmentation ou diminution d’un nombre im- 
pair de variations. 

La première variation que l’on rencontre ensuite se trouve 
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quand on parvient à un terme positif. Supposons que ce terme 
soit en æ7, on montrera, comme tout à l'heure, que le terme 
en z7+! dans la nouvelle équation est positif, de sorte que, 
quels que soient les signes précédents, il y a, entre æ?P et 
æx1+1, au moins une variation daps la nouvelle équation; en 
continuant ainsi on verra qu’en arrivant au terme x’ dans 
l’ancienne équation, et au terme æ'+! dans la nouvelle, on a, 
dans cette dernière, rencontré au moins autant de variations 
que dans la première. Supposons que, après avoir passé par 
le terme en x’ dans la première équation, on ne rencontre 
plus de variations, soit # le coefficient de x’, tous les 
termes qui suivent ont le signe de Æ; dans la nouvelle équa- 
tion, le terme en x'"+! a le signe de 4, tandis que le dernier 
terme est — aa,, qui est de signe contraire à £. Si donc on 
parcourt la suite des termes à partir de z”*!, on rencontre 
encore au moins une variation dans la nouvelle équation; 
comme la suite des termes jusqu’à æ'"+! (inclus) présentait 
au moins autant de variations que dans l’ancienne équation, 
il faut nécessairement que la nouvelle équation présente au 
moins une variation de plus que l’ancienne. 

Supposons maintenant que l’on ait divisé le premier 
membre de f(x) = 0 par tous les facteurs linéaires qui cor- 
respondent aux racines positives ; l’équation que l’on obtient 
n’a plus que les racines négatives et imaginaires de l’ancienne 
équation; et l’on ne sait rien sur le nombre de ses variations. 
Réintroduisons successivement les facteurs que l’on avait 
supprimés, à chaque fois on introduit au moins une nouvelle 
variation. 

Quand on a réintégré toutes les racines positives, on re- 
tombe sur l'équation primitive, qui doit avoir autant de varia- 
tions au moins que de racines positives. En changeant x en 
— +, on établit la seconde partie du théorème. 

Le nombre total des variations et des permanences d’une 
équation de degré n est précisément ». Sr donc cette équation 
a toutes ses racines réelles, le nombre des variations est égal 
au nombre des racines positives, le nombre des permanences 
est égal au nombre des racines négatives. 
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Si un ou plusieurs coefficients sont nuls, on peut les regar- 
der à volonté comme positifs ou négatifs, une variation infini- 
ment petite dans un coefficient ne pouvant changer le signe 
d’une racine (en faisant abstraction du cas où l’équation a 
une racine nulle). On peut donc, quand il y a des termes 
nuls, les remplacer par d’autres choisis de manière à rendre 
minimum le nombre des variations et des permanences. Si 
l’on a un terme nul entre deux de signes contraires, on peut 
le supposer positif ou négatif à volonté, car 


“Are Vues 


donne une variation et une permanence, quel que soit le 
signe que l’on mette à la place de o. Si, au contraire, il se 
trouve un terme nul entre deux de mêmes signes, l’équation 
à au moins deux racines imaginaires; Car, si l’on a 


+ 0 +, 


on peut, pour compter le nombre des variations, supposer 


que l’on a 
+ + +, 


et, pour compter le nombre des permanences, supposer que 
l’on a 

+ — +; 
la somme du nombre des variations et du nombre des per- 
manences sera donc de deux unités moindres au moins que 
le degré de l'équation, ce qui montre qu’elle a au moins deux 
racines imaginaires. 

Lorsque la somme du nombre des variations et du nombre 
des permanences n’est pas égale au nombre des racines 
réelles la différence est un nombre pair; cela résulte de ce 
que l'introduction d’une racine positive correspond à l’intro- 
duction d’un nombre impair de variations, et à ce qu’une 
équation qui n’a que des racines imaginaires a un nombre 
pair de variations (son dernier terme est positif). 


Exemple : 


LITE LS — Lh— 28 — LT +I—= OO. 
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On peut lire 
+++ — — — — + 
ou 
+ — + — + — + 
et l'équation a au plus deux racines positives et une racine 
négative; elle a donc au moins quatre racines imaginaires. 


Théorème de Budan. 


105. Les théorèmes de Descartes et de Newton sont des 
cas particuliers d’un théorème de Budan; ce théorème a aussi 
‘été donné par Fourier, qui l’a développé dans ses leçons; 
mais il à été publié avant par Budan. 

Considérons la suite 


JDA ENS ARS AONES 


et substituons à la place de x les nombres a, b où a < b. 


L'équation f(x) —0o n'a pas plus de racines entre a et b 
que de variations perdues par la suite précédente, quand où 
passe de a à b. 


On voit facilement que quand l’une des fonctions de la 
suite passe par zéro, la précédente et la suivante sont de 
signes contraires; si l’on considère f'?/(x), par exemple, 


on à 
f(x — h) = JP) (x) — fr+0 (x) h +..…, 


f(x + h) = f(x) + fr (x) h +...; 
pour f(P)(x) — 0 et pour À infiniment petit 
fr(xæ—h) et fr+1(x) 


ont des signes contraires; f?#t(x) et fP(x + h) ontle même 
signe si f(P)(æ)et f+1(x) ne sont pas nuls à la fois. Si donc 
deux dérivées consécutives ne sont pas nulles en même 
temps, il faut qu’il se perde une variation quand x traverse 
une racine de la première. Si l’on considère alors la suite 


fin {) fée) f(x), 


SÉPARATION DES RACINES. APR 


on voit que si f?)/(x) s’annule, il se perdra une variation par 
les deux dernières fonctions, tandis que par les deux pre- 
mières il se gagnera ou se perdra une variation; ainsi quand 
f(x) s’annule, il se perd deux ou zéro variations; quand 
f(x) s'annule, il se perd toujours une variation, puisqu'il 
n'existe aucune fonction avant. On arrive ainsi au résultat 
suivant : {{se perd au moins une variation chaque fois que 
l’on passe par une racine de l’équation f(x) — 0, il peut s’en 
perdre plus qu'il n'y a de racines, mais l'excès est pair. 


106. IT faut examiner le cas particulier où plusieurs fonc- 
tions consécutives s’annulent; soit f(?-!(x) la dernière 
d’entre elles; on a 


FiP=D(x—h)=— f(x) hk +, fE-N(xh) = flPl(x) k 


op : 


| le? ; l2 
ÉD (x h) = + fr) (x) _ +, fo-d(x+h) = f(x) — Lee 
- .2 





: ; /3 : /3 
(p—38) (ph) —— f\p)(r sue (p—3)(. — f (p) en 
a nt DU) 12:90 par CES) F2 000 à 


a d'afeisina s < es RL. = 6 se, ia e se al ele e ea Ps ce ete) 0e ee 0e à © 0 eee ns lent ee dl ee sd atole »: o° s1e 


Les fonctions qui s’annulent à la fois présentent, avant le pas- 
sage par zéro, uniquement des variations et, après le passage, 
elles ne présentent que des permanences ; de sorte que, dans 
ce cas, il y à encore perte de variations. Dans le cas particu- 
lier où les p premières fonctions s’annulent l’équation a 
p racines égales et il se perd alors p variations. Le théorème 
est donc applicable à tous les cas et, en particulier, aux 
racines multiples. 

Si l’on pose æ —— «, la suite n’a que des variations; si l’on 
fait x —0o, on obtient les signes des coefficients de l’équa- 
tion; si l’on fait x — + , on n’a plus que des permanences. 
C’est justement le théorème de Descartes, qu’on obtient ici 
comme cas particulier du théorème de Budan. 

Si l’on remplace x par un nombre Æ qui ne donne que des 
permanences, il n’y aura pas de racines entre Æ et; Æ sera 
donc une limite supérieure des racines ; de sorte que le théo- 
rème de Newton est aussi contenu dans celui de Budan. 

E: 12 
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Si f(a) et f(b) sont de signes contraires, tous les autres 
termes de la suite conservant les mêmes signes pour æ = a et 
æ—=b,il n'ya qu’une racine entre a et b, car on a vu qu'entre 
a et b il y a un nombre impair de racines, et il n’y a eu 
qu’une variation perdue. Dans ce cas la racine est séparée 
par a et b, il faut cependant remarquer que la séparation ne 
pourra pas toujours se faire par ce procédé, parce que plu- 
sieurs fonctions de la suite peuvent s’annuler avec f(x), et 
qu'il peut ainsi se perdre à la fois plusieurs variations. 

Au moyen de la suite considérée, on peut se procurer une 
limite supérieure du nombre des racines comprises entre 
deux nombres donnés, mais la considération de la suite ne 
permet pas d'affirmer l'existence de racines imaginaires, car 
de — © à + il se perd toujours le même nombre de varia- 
tions, que l’équation ait ou n'ait pas de racines imaginaires. 


Théorème de Rolle. 


107. St a et b sont deux racines consécutives de l'équation 
f(x) —0, l'équation f {x)—0 a au moinseune racine com- 
prise entre a et b, en tout cas un nombre impair de racines 
comprises entre ces limites. 


Puisque f(x) est une fonction continue, comme elle s’an- 
nule pour æ—a et x —b,elle ne peut aller sans cesse en 
croissant ou sans cesse en décroissant; elle doit donc passer 
par un maximum ou un minimum pour une valeur de æ com- 
prise entre a et b et cette valeur est racine de f(x) = o. 

La fonction peut avoir plusieurs maxima ou minima, mais 
comme elle ne s’annule pas entre a et b, il faut bien, si elle 
commence par croître, qu'elle finisse par décroître ou, si elle 
commence par décroître, qu'elle finisse par croître; il est 
facile de voir qu'il en résulte un nombre impair de maxima 
ou de minima. La considération de la courbe y — f(x) rend 
ces développements évidents. 

Il résulte de là qu'entre deux racines consécutives de 
f'(æ) — 0, il ne peut y avoir plus d’une racine de f(æ)=0; 
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car s’il y en avait deux, entre celles-ci il y aurait une racine de 
TOC 0 HEENETCEUtenqTe quand (T)ROEDR OUI SES 
racines réelles, f'(æ) a aussi toutes ses racines réelles; que si 
(LT), pour #4; @tp racines égales, jf (x) —10;pouricette 
méme valeur, a p — 1 racines égales. 
Exemple : 
f(x) = axm<pxt+ q = 0 (met x sont impairs). 


La règle de Descartes montre que l’équation à une ou trois 
racines réelles. Or 


fa) = man (ann 2). 


m 


1° Si p est positif, f'(x) n’a d’autre racine réelle que 
æ—=0:doncf(x)= 0 n'a qu'une racine réelles 

2° pest négatif. f(x) —=oaune racine nulle et deux autres 
racines réelles : appelons-les — b et + b; f(x) — 0 peut avoir 
trois racines réelles dans les intervalles (72 — 1 est pair): 


, CR D —- b, —- a, 
ces valeurs, portées dans f(x), donnent les signes 
Rss = ni SE 


si les trois racines réelles existent; pour qu'il en soit ainsi 
il faut que 
pm — por> — q; 


ou, en remplaçant b par sa valeur et en simplifiant, 


nq m— np nt 
FTOREENT nt 


La condition pour que 





LÈ + DT +gq—=0 
ait trois racines réelles est 


A pi+ 274200. 
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Théorème de Sturm. 


108. Nous avons remarqué que ce qui empêchait le théo- 
rème de Budan de donner le nombre exact des racines réelles 
comprises dans un intervalle, c’est que lorsqu'un terme de 
la suite s’annule il peut se perdre des variations, sans que 
f (3) passe par zéro. Sturm a tourné cette difficulté en faisant 
usage d’une autre suite qui jouit de cette propriété que, lors- 
qu’un terme de la suite s’annule, ceux qui le comprennent 
sont de signes contraires de sorte que le nombre de varia- 
tions n’est pas altéré quand un terme intermédiaire de la 
suite passe par zéro. La suite de Sturm a pour premiers 
termes, comme celle de Budan, f(x) et f'(x); les autres 
termes sont les restes que l’on obtient en appliquant à ceux- 
ci la méthode du plus grand commun diviseur en ayant soin 
de changer chaque fois les signes de ces restes et en n'’in- 
troduisant que des facteurs positifs pour éviter les fractions. 
Nous supposerons l’équation débarrassée de ses racines mul- 
tiples : f(x) et f'(æ) n’auront pas alors de facteurs communs 
et le dernier reste sera indépendant de x; les termes de la 
suite sont donc f(x), f'(x) et les restes changés de signes; 
nous les désignerons par 


fx), Cr) fe), fe) 2 fa); 


alors, en désignant par un g les quotients et par un c des fac- 
teurs positifs, 

ef (x)=q fx) — fx), 

CIC Tata = (0). 

Cafa(x) = qufs() — fi(&), 


Cn—2fn-2(T) = In-2fn-1(x) — fa(x). 
Ces restes donnent lieu aux remarques suivantes : 


Deux termes consécutifs de lt suite) A) TP), 
ne peuvent s'annuler pour une même valeur de x. 
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En eflet, s’il en était ainsi, tous les restes, jusqu’au der- 
nier, seraient nuls, et l'équation aurait des racines égales. 


Si un terme de la suite [excepté f(x)] s'annule, celui qui 
le précède et celui qui le suit sont de signes contraires. 


Par exemple, pour f,(æ)—=0, on a f(x) —=—f,;(x). Si 
l’on fait varier æ de —c à +, les termes de la suite ne 
pourront changer de signe qu’en passant par zéro; donc 
il ne se perdra pas de variation, puisque, quand un terme 
s’annule, celui qui le précède et celui qui le suit sont de 
signes contraires, de sorte que, avant comme après le passage 
par zéro, les trois termes considérés forment une variation et 
une permanence. Cetie conclusion ne s'applique pas au pre- 
mier et au dernier terme de la suite, qui n’en ont pas avant 
ou après eux. Mais le dernier terme est indépendant de x et 
ne saurait changer de signe et, en vertu de ce qui a été dit(105), 
il se perd une variation quand f(x) change de signe. La suite 
considérée perd donc une variation toutes les fois que æ passe 
par une racine de f(æ) — 0. Ainsi : 


DRASS ROSES LLTT,  OMAIAUG— AL EL D D,e1e 
nombre des variations perdues est égal au nombre des ra- 
cines comprises entre a et b(b> a). 


Quand la valeur substituée annule un terme de la suite de 
Sturm, suivant le premier, on peut le supposer égal à + o ou 
à — o. Si le premier terme est nul, c’est une racine de l’équa- 
tion, et si l’on veut le faire entrer dans la suite, il faudra faire 
commencer cette suite par une variation ou une permanence, 
suivant que la racine en question sera une limite supérieure 
ou une limite inférieure de l'intervalle considéré. 

Lorsqu'un terme de la suite de Sturm ne change pas de 
signe dans l'intervalle considéré, on peut arrêter la suite à 
ce terme. En effet, la démonstration du théorème de Sturm 
suppose seulement que le dernier terme de la suite conserve 
toujours le même signe, et il est indifférent que ce terme soit 
ou non fonction de æ. 
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109. Quand on forme la suite de Sturm, on trouve le plus 
grand commun diviseur de f(x) et f'(x), qu'il y ait ou qu'il 
n’y ait pas de racines multiples; s’il y a des racines multiples, 
tous les termes de la suite acquièrent un facteur commun o, 
il peut être écarté par une division, sans que les propriétés 
de la suite cessent d’avoir lieu : le dernier terme est alors 


14 


tion quand f(x) et f'(x) s’annulent; et, après la division, 
un terme qui s’annule se trouve toujours entre deux autres 
de signes contraires; donc, après la division, on peut encore 
appliquer le théorème de Sturm, mais Les racines multiples 
ne peuvent étre comptées qu'une fois. On n’a pas besoin de 
diviser par le facteur ©, car, s’il est positif, il ne change pas 
les signes de la suite; s’il est négatif, il les change tous; en 
aucun cas, le nombre des variations ne se trouve changé. 

Si l'équation donnée est de degré » et a toutes ses racines 
réelles, la suite de Sturm a n +1 termes; pour æ——, 
elle ne doit avoir que des variations; pour æ —+ , elle ne 
doit avoir que des permanences, et il faut pour cela que tous 
les termes de la suite aient leur premier coefficient positif. 

En posant æ—— et x —0o dans la suite de Sturm, on a 
le nombre des racines négatives; en posant æ — 0 et æ =, 
on à le nombre des racines positives. Les racines manquantes 
sont imaginaires. 


constant, les deux premiers perdent une varia- 


Exemple T : 


a+ 3 xt — 4 28 + GX? + 12X — 18 = 0, 


O0 00 O0 

f(x) = a+ 3x 4x8 + Ga +rax — 18... + | + | — 
Sf(x)=xi+aori—2x+or+2........... — | + | + 
f(x) =— xt+ ax — fx—10x +18....... ER PE 
HT) == EL TOT EST GR ELA + | — | — 
CT) 8 OT TOP PER ORNE PIRE HE 
Hs CT) 236072 5402 EURE RES — | + | — 
RU) LAN CNE PRERARIRE PEER ; + [+ | + 
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Pour æ ——, on a quatre variations; pour æ —0, on ena 
trois; et pour æ — + «, on en a deux. L’équation a donc une 
racine négative, une racine positive et quatre racines imagi- 
naires. 
Exemple IT : 
23 + dx + b = 0, 

f(x)=2x8+ ax+ b, 

DE) = 3 x? + &, 

f2tx) =—2ax—3b, 


fax) = — 4aë— 95 b2. 


La condition, pour que l’équation ait trois racines réelles, est 
que a soit négatif et que 


ka3+ 2702< 0. 


La première condition est comprise dans la seconde; si elle 
estremplie, On 4 pour T—0, 


COR LANCER LAN CRT 


Les trois premiers termes donnent toujours une permanence 
et une variation; on a deux racines positives et une racine 
négative quand b est positif, deux racines négatives et une 
positive quand b est négatif. 

On rencontre souvent des suites de fonctions qui jouissent 
des propriétés caractéristiques des suites de Sturm, et l’on 
peut en profiter pour déterminer la nature des racines des 
équations obtenues en égalant ces fonctions à zéro; les 
exemples suivants mettront ce fait en évidence : 

1° Dans la fraction continue suivante, où @;, &, ... sont 
positifs, 


les dénominateurs des réduites sont liés entre eux parles re- 


lations 
Qh+1 = XZQn— An-1Qn—1, Qo = 1, Qi — X. 
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On voit facilement que le premier terme de Q, est x” et que 
la suite 


Q», 0:27 ver T, 1 


jouit des propriétés de la suite de Sturm. Comme le second 
terme n’est pas la dérivée du premier, on ne peut pas en con- 
clure qu’une variation se perd toutes les fois que le premier 
terme passe par zéro, mais dans le passage de — © à +, on 
perd x variations. Q, a donc dû s’annuler fois et, comme il 
est du degré nr, Q,— a toutes ses racines réelles. 

Les théorèmes suivants se démontrent de la même facon. 

2° La nième dérivée de la fonction 

Î 
or mt 





est de la forme 
Be 


(1 LA x? )n+1 d 





l'équation P,— 0 a toutes ses racines réelles. 
30 
T Fe 
NU Re 
I+—2ATX + A 
l'équation Ü, — o a toutes ses racines réelles. 
4° La nième dérivée de e-* est de la forme P,e-*; l’équa- 
tion P,— 0 a toutes ses racines réelles. (Hermite.) 
bo 
Œ ebs 


= Uo+ U- + Us 
I I 


u —=(1—2ax + a?) 


19 |[—> 





les polynomes w,, w,, u:, ... sont appelés polynomes de Le- 
gendre. #4, —=0o a toutes ses racines réelles; on trouve, en 
effet, en différentiant par rapport à «, 


u—3(x—a)u'+(i—2ax+a)u"= 0, 
et en différentiant plusieurs fois de suite, puis en faisant « — 0, 
Un = (2H —1)Xuün-;—(n —1) Una, TAN ee Ut, 


on peut terminer la suite à l’unité. 
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Application du théorème de Sturm aux racines imaginaires. 


110. On a vu plus haut que si, dans une équation à coeffi- 
cients réels ou imaginaires 


f(s) A0; 
on posait 
BTE NU 
elle se partageait en deux autres 
AT—=\0; BI 


qui pouvaient être regardées comme les équations de deux 
courbes dont les intersections étaient les points représentant 
les racines de l'équation. Nous allons nous proposer de trou- 
ver le nombre des points racines contenus dans un contour 
fermé. Pour plus de simplicité, nous supposerons qu’il s'agisse 
de trouver le nombre des racines contenues à l’intérieur d’un 
cercle de rayon r et dont le centre a pour coordonnées a et b. 
L'équation de ce cercle peut être remplacée par les deux 
suivantes : 


de 
19 


DE 
1 + é? 








I 
HAE ; Y=b+r ) 
qui, par l’élimination de £&, donnent l’équation du cercle. 

La circonférence du cercle est parcourue dans un sens dé- 
terminé quand on fait varier £ de — © à +. En vertu du 
théorème de Cauchy, le nombre des points racines contenus 
à l’intérieur du cercle est la moitié de la différence du nombre 
de fois que AB passe du négatif au positif et du positif au né- 
gatif. Ces nombres sont les mêmes que celui de changements 
des variations que présentent À et B écrits l’un après l’autre, 
ou des permanences qu'ils présentent. 

Remplacons maintenant æ et y par leurs valeurs en #, et 
multiplions À et B par un même facteur, de manière à les 
changer en deux polynomes entiers en € et premiers entre 


eux. 
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Opérons ensuite sur ces polynomes comme on l’a fait plus 
haut sur f (+) et f(x), on obtiendra une série de polynomes. 
Cherchons combien il se perd de variations dans cette suite 
quand on fait varier & de — co à + w. Comme la suite ne peut 
perdre de variations que par son premier terme, chaque 
terme étant compris entre deux autres de signes contraires 
quand il s’annule, le nombre de variations perdues donnera 
la différence du nombre de fois que le produit des deux pre- 
miers termes passera du négatif au positif et du positif au 
négatif, et comme ces deux premiers termes ne diffèrent de 
À et B que par un même facteur, leur produit a le signe de AB. 
On voit ainsi que, pour chaque racine contenue à l’intérieur 
du cercle, il se perd deux variations (ou il s’en gagne deux). 


Séparation des racines réelles. 


111. D’après ce que l’on a vu, il est facile de voir si, entre 
deux nombres donnés, il y a un nombre pair ou impair de 
racines réelles. Mais, avant de procéder au calcul numérique 
des racines, il faut déterminer des intervalles qui ne com- 
prennent qu’une racine. Il y a des cas particuliers où il est 
très facile de séparer une racine; par exemple quand tous les 
termes sont positifs, sauf le dernier, l'équation n’a qu’une ra- 
cine positive, et celle-ci se trouve séparée. Si l’on remplace x 
par 7, 10, 100, ..., On peut déterminer deux de ces nombres 
comprenant la racine; on peut ensuite resserrer les limites 
jusqu’à ce que l’on ait renfermé la racine entre deux nombres 
entiers; on abrège le nombre des essais en déterminant une 
limite supérieure et une limite inférieure des racines. 

Une méthode très sûre, mais très pénible pour la sépara- 
tion des racines, a été donnée par Waring et, plus tard, par 
Lagrange; elle consiste à former l’équation aux carrés des 
différences des racines et à déterminer une limite inférieure 
de ses racines positives ; soit « cette limite; entre deux racines 
quelconques de l’équation proposée, on aura 


Lp— 2j > Va; 


SÉPARATION DES RACINES. 187 


si l’on forme alors la suite 


Va, D Ya TS Val res 


deux termes consécutifs de cette suite ne pourront com- 
prendre plus d’une racine, car, s’il en était autrement, la 
différence de deux racines serait moindre que V/«. 

Cette méthode suppose, bien entendu, l'équation débar- 
rassée de ses racines multiples, sans quoi l’on trouverait 
QI 0, 

On peut, toutefois, modifier la méthode de manière à n’a- 
voir besoin de connaître que le dernier terme de l’équation 
aux carrés des différences; nous ne nous arrêterons pas da- 
vantage sur cette méthode, parce que le théorème de Sturm 
permet plus facilement la séparation des racines. 

Pour séparer les racines, on forme la suite de Sturm et l’on 
remplace x successivement par des valeurs entre lesquelles 
on en intercale de nouvelles, jusqu’à ce que l’on parvienne à 
deux valeurs telles que, en passant de l’une à l’autre, la suite 
de Sturm ne perde plus qu’une variation. Les racines sont 
ainsi complètement séparées, et l’on peut, par de simples 
essais, resserrer l'intervalle comprenant une racine. 


Exemple : 
LH AB — KL — NX HI — oO. 


La suite de Sturm est 





A+ Ai— NX — x HI .... HI + + + — | + 
ER ee DE PIE UE | —| + —-|—- | + 
TA ROUE MSA ST tee ++ —|— + | + 
CRETE 0 TI A Re Re a LS AN SES, Nate 

TR A UE SN PT HIHI +++ + 





Ce Tableau montre que, dans le passage de — 2 à — 1, de 
0 à 1, de 1 à 2, il se perd respectivement 2, 1 et 1 variations; 
l'équation à donc quatre racines réelles, les racines positives 
se trouvent séparées; pour séparer celles qui sont comprises 
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3 : 
entre — 2 et — 1, on fera x = — : dans le premier membre 


de l'équation proposée, et l’on obtiendra un résultat négatif: 
il en résulte qu’une des racines négatives est comprise entre 
—r1et —1,5, et l’autre entre — 1,5 et — 2. 


Méthode de Fourier. 


x 


112. Le théorème de Sturm permet de séparer à coup sûr 
les racines, mais les calculs auxquels conduit cette méthode 
sont très prolixes. Une équation du sixième ou du septième 
degré avec des coefficients très simples conduit ordinaire- 
ment à des résultats contenant cinquante chiffres et plus; 
aussi, dans la pratique, est-il souvent plus commode de faire 
usage du théorème de Budan. 


On se souvient que la suite de Budan est 
PCT CE) AENMIUCT RE ESE 


et l’on fait usage de cette suite comme de celle de Sturm; 
mais le nombre des variations perdues ne donne qu’une limite 
supérieure des racines comprises dans l'intervalle correspon- 
dant. Ainsi il peut se perdre deux variations quand un terme 
intermédiaire de la suite s’annule, sans pour cela que f(x) 
passe par zéro; cela arrive quand le terme nul est placé entre 
deux autres de même signe. Comme en passant de — à 
+ æ on perd zx variations quand l’équation est de degré 7, 
l'équation à deux racines imaginaires toutes les fois qu’il se 
perd deux variations par suite du passage par zéro d’une des 
fonctions f'(x), f'(x).... On peut donc conclure de là que 
si, æ variant de a à b, la suite de Budan ne perd pas de varia- 
tions, l'équation n’a pas de racine comprise entre a et b et 
que, si elle en perd une, il y à une racine entre a et b. Si elle 
en perd deux, ou bien l’équation a deux racines imaginaires, 
ou bien elle à deux racines réelles comprises entre a et b. 


113. Supposons que l’on ait trouvé un intervalle dans 
lequel il se perde deux variations, et cela entre les trois pre- 
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miers termes; alors, en supposant f(x) positif pour les deux 
limites & et 6(B > x), on aura 


f(a) f'(a), f'(a), (8), S'CB), F'(B), 


— — + + - + 


Si nous supposons qu'il ne se soit pas perdu de variations 
dans le reste de la suite, f(x) —0o n’a pas de racine entre « 
et 6. f(x) est donc toujours positif dans l'intervalle; si f(x) 
reste également positif, la perte de deux variations doit indi- 
quer l’existence de deux racines imaginaires. Des considéra- 
tions géométriques vont nous permettre de nous rendre 
compte de ce qui arrive en général. 
Comme les intersections de la courbe 


x = f(x) 


avec l’axe des æ donnent les racines de l’équation f(x) = 0, 
il s’agit de trouver si entre x = «a et x —=f il existe deux ou 
zéro points d’intersection. Comme f(x) change de signe 
tandis que f’(æ) conserve son signe dans l'intervalle consi- 
déré, il doit y avoir dans cet intervalle un minimum et la 
concavité est tournée vers le haut; les deux cas sont repré- 
sentés par les jig. 7 et 8. 











Piment Fig. 8 
; / 
IN 4 d | 
| 
A TUE 5 à L 


La première correspond au cas où il y a deux racines ima- 
ginaires, la seconde au cas où il y a deux racines réelles. Si 
les tangentes aux points limites se coupent au-dessus de 
l’axe des x, il y a nécessairement des racines imaginaires, 
mais la réciproque n’est pas vraie. On peut seulement dire 
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qu'il y a des racines imaginaires si 





AT; + TB 2 AB, 
ou 
FEB) te) 
) FO re ES 


Je répète que, de ce que les tangentes ne se coupent pas 
au-dessus de l’axe des x, il ne faut pas conclure à l’existence 
‘ des racines réelles, mais on voit que, si les racines sont ima- 
ginaires, on pourra toujours rapprocher les limites « et B 
pour que l'intersection des tangentes ait lieu au-dessus de 
l’axe des x. On resserrera alors l'intervalle compris entre 
et 5 jusqu’à ce que la relation (1) soit satisfaite, ou jusqu’à 
ce que la perte de deux variations soit remplacée par la perte 
d’une variation; dans le premier cas, on est en présence de 


deux racines imaginaires; dans le second, on est en présence 
de deux racines réelles. 


114. Maintenant, nous allons examiner le cas où, dans le 
passage de & à 5, la série perd d variations. 

Laissons de côté le terme f(x), c’est-à-dire considérons 
f'(æ) = 0 comme l'équation donnée, alors on perdra d, varia- 
tions; en considérant f(x) = 0 comme l’équation donnée, 
on en perdra d,, etc. Deux d consécutifs sont alors égaux ou 
différents d’une unité, Fourier appelle d, l'indice de f(P)(x). 

Maintenant, considérons le premier indice de la série qui 
a pour valeur 1; soit d, cet indice, f(P/(xæ) —o a alors une 
racine entre «& et B; l'indice précédent doit être 2, car, s’il était 
égal à zéro, il devrait y avoir un indice antérieur égal à 1; 
l'indice suivant peut être 2, 1 ouo; s’il est 2 ou 1, on peut 
toujours subdiviser l'intervalle, de telle sorte que l'intervalle 
qui contient la racine de f(?}(æ) —o ne contienne pas de 
racine de f(?#) (x) —0o; pour les autres intervalles, on à 


dp = 0, 


et le premier indice : est à chercher plus à gauche dans la 


SÉPARATION DES RACINES. 191 


suite; donc on n’a besoin de considérer que le cas où 
dote 2, ln, di 0; 


ce cas est celui que nous avons examiné (113), et l’on peut 
décider si les racines de 


f\P—) (æ) — 0 


sont réelles ou imaginaires; si elles sont réelles, on peut 
scinder l'intervalle en deux autres, contenant chacun une 
racine et, comme chacun a l'indice 1, on peut continuer de la 
même facon, si elles sont imaginaires, les deux variations 
doivent être perdues et quand une fonction suivante s’an- 
nule elle doit se trouver entre deux autres de même signe. 

L’équation proposée doit donc aussi avoir deux racines ima- 
ginaires; si l’on en fait abstraction, on peut retrancher 2 de 
chacun des indices de la partie de la suite qui reste à étudier. 
Si l’on continue de cette manière, on peut rejeter le premier 
indice r vers un terme moins avancé dans la suite, et, quand 
on l’a ramené jusqu’au premier terme, la racine est séparée. 


Exemple : 


LS — Bxt—16028+ +122 — gx — 5 = 0. 


On a 


f(x) = x5— 5x —16x$+ 12x42 — 9x — 5, 


f(x) = 5xt— 2028 — 48x2+ 24x — 9, 





= f(x) = 5a8—15x— 24x +6, 
4 
I 
— J'(x)= 52?—10x —8, 
J'(a)= x —1, 

TN ONRE 


la limite supérieure des racines est 8. Dans l'intervalle o, 8 
on perd trois variations; deux de o à 1, une de 7 à 8. Il y a 
donc une racine entre 7 et 8 qui se trouve séparée. L’'inter- 
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valle de o à 1 doit être examiné de plus près; les signes de la 


suite sont 
Pour x=0: — — + — — +, 


D L=I, — — — — — +, 
si l’on regarde o comme négatif; alors on a 


li = D = RE 10) 


© 
+ 


FLD O RENE RE 
Lo NE 


et l’on a les 


- Le I 
il faut alors resserrer les limites; on pose 6 — à 


signes 


HD AS 
les variations se perdent donc de o à -; on trouve alors 








d’où il résulte que les deux racines sont imaginaires. L’équa- 
tion a encore deux racines négatives, l’une entre — 3 et — 2, 
l’autre entre — 1 et o. 


115. Les racines imaginaires peuvent être séparées par la 
méthode donnée (110), ou encore en remplaçant le cercle 
par deux parallèles à l’axe des y, qui servent à séparer les 
parties réelles, ou par deux parallèles à l’axe des æ, qui ser- 
vent à séparer les coefficients de &. 


Théorème de Newton. 


116. Newton a énoncé sans démonstration un théorème 
établi plus tard par Sylvester et généralisé par lui et qui cor- 
rige les indications du théorème de Budan, relatif au nombre 
des racines comprises entre deux limites données. 
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On considère une seconde suite dont tous les termes sont 
conjugués deux à deux avec celle de Budan. Lorsque dans la 
série de Budan on a une variation, les termes de la série con- 
juguée formant une permanence, nous dirons que nous avons 
une varialion-permanence et nous désignerons cette circon- 


stance par le symbole V-P; l'équation f(x) —o étant de 
degré 7, les deux suites sont 


f(x), 2x), 
JC) TP) — & JC) Fe), 
(1) fe) LPG)P—E fe) PE), 


CR 


? 


fr (x), [ft (x) — RARE (Cr) RE (Er) 


PROD 
(2) kp = I. 


Pour abréger, nous désignerons f P) (x) par f,. 
Nous allons étudier les changements des V-P que l’on ren- 


contre dans la double suite quand on fait croître æ; il faut 
remarquer que 


I 
(3) DER re 
Kp+1 
Nous supposerons d’abord que deux termes consécutifs ne 
s’annulent pas en même temps. 


Le nombre des V-P ne peut changer que quand un terme 
de l’une des deux suites passe par zéro. 


Supposons que ce soit Le cas pour f,, le changement s’opé- 
rera entre les termes 


Goes ; He Fan Kp=1 Fee 
Ts ne TE kp SÉRIE 
The , Dia ‘TF Kp+1 1 Ho ; 


pour f, — o les signes des termes de Ia seconde suite sont 
DR et Uble m0 


Si le signe du milieu est + on a une V-P, c'est-à-dire si f,_; et 
1e 13 
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fp+ sont de signes contraires; dans ce cas, dans la première 
suite, il y a une variation et une permanence, de sorte que, 
dans les trois paires de termes, il y a une V-P avant comme 
après l’annulation de f,. 

Ceci n’a plus lieu quand c'est f(x) qui s’annule; dans la 
première suite une variation se change en permanence et 
les deux premiers termes de la seconde série sont positifs et 
forment une permanence; donc, en tout cas, il se perdra 
une V-P quand x passera par une racine de f(x) = 0, pen- 
dant qu’il ne se produit aucun changement dans les V-P 
quand un autre terme de la première suite s’annule. 

Il reste encore à chercher si le nombre des V-P peut chan- 
ser quand les termes de la seconde suite s’annulent. La dé- 


lIVÉCUON RME pape PIC 


(2 ce Kp )fp fo TE Rotre re : 


pour T,—=o,ona 
F2 
kp f p-1 Æ . : ? 


fp+1 


et comme 
1 


2— kh = L] 


K p+1 
on peut mettre les dérivées sous la forme 


d RE 


KE p+1 To+ 1 


(241 — Ro l)p lp) 





où la quantité entre parenthèses est le terme suivant T,,, 
de la suite; on voit ainsi que si æ recoit un accroissement 
infiniment petit À à partir de la valeur qui annule T,, T, 
reçoit lui-même un accroissement qui a le signe de 


f, 
(4) TER Dot 
Ho 
T, ne peut changer de signe que si j,=, et f, sont de 
mêmes signes. Si donc on a une V-P, f, doit avoir un signe 
opposé à ceux de /,,et f,-1. La première suite présente alors 


les signes 


SÉPARATION DES RACINES. 199 


de sorte que - est négatif et T, a le signe de 
P 
—T, 4. 

Pour une valeur négative de k, c’est-à-dire avant le passage 
de T, par zéro, T, et T,,, forment une permanence qui, pour 
h positif, se change en variation; dans ce cas, il se perd une 
V-P; quand T,_, a même signe que T,,,, il se perd aussi 
une permanence entre T,_., et T,, et, dans le cas contraire, il 
s'en gagne une. On perd ainsi une V-P chaque fois que l’on 
passe par une racine de f(x) —=0; il s'en perd deux toutes les 
fois qu’un terme de la seconde série passe par zéro quand il 
est compris entre deux autres de même signe, pendant que le 
terme correspondant de la première série forme avec le pré- 
cédent et le suivant une variation. 


117. Nous avons supposé que deux termes consécutifs ne 
pouvaient pas s’annuler en même temps; s’il en était ainsi, 
les coefficients de f(x) devraient satisfaire à une équation de 
condition; alors, en changeant infiniment peu les coeffi- 
cients, on pourrait ramener ce cas au précédent. 

Ce changement n’altère pas les signes des termes des deux 
suites, pourvu que les valeurs limites de x n’annulent aucun 
terme. Un changement infiniment petit dans les coefficients 
ne peut altérer le nombre des racines contenues dans un 
intervalle donné, si, bien entendu, les valeurs limites ne sont 
pas racines; la méthode, même dans le cas qui nous occupe, 
fera connaître une limite supérieure du nombre des racines. 

IL resite-encore à examiner le cas où f(x), f'(æx), ..., 
HR RS NN SAT ntentenC es ElerCcas OÙ pH LTACIRES 
sont égales. On trouve alors, comme à propos du théorème 
de Budan, que la première suite perd p variations ; supposons 
fp+1 positif; la première suite 


f(x), Pa), ss JE A(x), FPCx), FE (x) 


passe de 


à 
+ + + 
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La seconde série n’a pour æ — h, dans ses p +1 premiers 
termes, que des permanences. Soit 


16 Fr rm rat 


l’un des termes; pouræ —/,ona 


pe hp—r+1 hp—r+2 
PEAR Ta en DER Se ei cr (Dre) 


HOT 
nee Enr eau 


de sorte que le signe de ce terme sera le même que celui de 


1 kr 


ou de 
1e LM QUST —T+I 


PERRET ET: 


Cette dernière expression est positive, car r > p, et cela quel 
que soit 7. Les deux suites commencent donc pour x — À 
par p V-P, qui se perdent toutes quand on franchit les p ra- 
cines; le théorème subsiste donc dans le cas où il y a des 
racines multiples. 


118. En ce qui concerne #,, nous n'avons utilisé que la rela- 


tion 
il 





2 — Kp = = 


2 
Kp+1 


et nous avons supposé #, positif; ces conditions sont rem- 


plies si 
ID SA 


kp & KL Ÿ #4 


oùm>n; quand » croît indéfiniment, cette valeur de k, se 
réduit à l’unité. 
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Exemple : 


J (x)= 2i— 3xt+ 223 — 8x2+ 3x — 25 — 0, 
J' (x) = 5xt— 1223+ 6x2 — 167 +3, 
f'Cx)= 202— 362? + 12% — 16, 

f" (x) = 60x2— 72x + 12, 

fECL) = 1207 —79, 


HA) 120. 


Les racines sont comprises entre zéro et 4; pour æ =o 
on à 
— 95 +3 —16 HI12 — 72 + 120 
+ — + — + + 


où les signes placés sur la seconde ligne sont ceux des T; 
pour æ —{, la première suite ne présente que des perma- 
nences, et il n’y a pas besoin de déterminer ceux de la se- 
conde, Pour æ—o, on a une V-P; pour += 4, on n’en a pas; 
l'équation a donc une racine réelle et quatre racines imagi- 
naires. 


119. Dans ce qui précède, on a considéré les V-P perdues 
pour déterminer le nombre des racines par lesquelles on 
passe. Sylvester a pris les P-P ou doubles permanences en 
considération; quand un terme /, de la première suite, com- 
pris entre deux autres de signes contraires, s’annule, les 
trois termes correspondants de la seconde suite sont positifs, 
en sorte que une V-P et une P-P changent de place. Si les 
deux termes qui comprennent celui qui s’annule ont le même 
signe, les trois termes correspondants de la seconde suite 
formeront deux variations, de sorte que, dans ce cas, il est 
encore indifférent de considérer les V-P ou les P-P. 

Quand c’est T, qui change de signe, fh_1 et fp+1 ont le 
même signe, de telle sorte que la première suite a deux va- 
riations ou deux permanences. Si T,_, et T,.,, ont des signes 
différents, l’ordre seul se trouve modifié : il ne reste donc 
plus à examiner que Le cas où, T, passant par zéro, T,_,etT,,: 
sont de mêmes signes. 
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Dans le cas où la première suite présente deux perma- 
nences, (4) montre que T,, après s’être annulé, prend le 
signe de T,,,; alors deux P-V se changent en P-P. 

Dans le cas où la première suite présente deux variations, 
(4) montre que, dans la seconde suite, deux permanences se 
changent en variations ; dans ce cas, deux V-P se changent 
en V-V; on peut donc étendre comme il suit le théorème 
démontré plus haut : 


Quand x croît, en passant par une racine de l'équation 
donnée, on gagne une P-P ; quand x annule un terme de la 
seconde suite compris entre deux de même signe, et quand, de 
plus, les termes correspondants de la première suite présen- 
tent deux permanences, on gagne deux P-P. 


120. De cette manière, on a donc deux limites supérieures 
du nombre des racines réelles, et l’on peut choisir entre 
celles-ci la moins élevée ; c’est ce que l’on voit sur l’exemple 
traité ci-dessus; pour æ = 0, on n’a pas de P-P, tandis que 
pour æ — 4 on en à cinq; ici le théorème de Sylvester donne 
cinq racines, tandis que, sous la nouvelle forme que nous 
avons donnée, il en donne une. 

Pour déterminer le nombre des racines réelles d’une équa- 
tion, on peut faire æ—=— et æ— +; il faut alors, dans la 
seconde suite, déterminer les plus forts exposants de chaque 
terme; sans s'arrêter aux calculs nécessaires pour cela, on 
remarquera que, dans T,, les deux termes avec l’exposant le 
plus élevé s’évanouissent, de sorte que le terme utile à consi- 
dérer contient un exposant pair; en laissant de côté un fac- 
teur positif, le coefficient de ce terme sera 





(6) ai — _ Ga; 
l'équation étant 
(7) f(x) = a+ art + aa 24, = 


Si donc on avait 





SÉPARATION DES RACINES. 109 


tous les signes de la seconde suite seraient + pour æ = 
comme pour æ —— ; Si 





9 
(4 e A, 
/ 


ils seraient —, à l’exception du premier et du dernier, qui 
seraient +. Dans le premier cas, on gagne nr P-P ou l’on 
perd x V-P, et la méthode ne donne aucun renseignement; 
dans le second cas, la méthode montre que l’équation a deux 
racines imaginaires : la méthode ne peut déceler que la pré- 
sence de deux pareilles racines; pour obtenir un meilleur 
résultat, il faut partager l’intervalle et, pour chacun des nou- 
veaux intervalles, appliquer le théorème en choisissant la plus 
petite limite qu’il fournit pour le nombre de racines réelles. 
Pour t= 0 "onitireedei() 





= An, fi — An—1; LE — 24n-—2, ….) ÎD y) An—p; 
il en résulte 
TORESSTORETENT 
Th=(p'Pai p— (p—1)!(p +1) !an-p-14n-p#1, 


ou, en écartant le facteur positif (p!}°?, 


DD URnE perl 
P R—p 





Cn—p—1 En p+1;: 


formule valable pour tous les termes, sauf pour le premier et 
le dernier, qui sont positifs. 

C’est le seul cas considéré par Newton et pour lequel il a 
donné son théorème sans démonstration; les deux suites sont 
alors, en écrivant les termes dans un ordre inverse, 





EE Œi, A2, 3, 
27 (nn —1) 4(n — 2) 
+, aîi— An, 1—————— lg, Qi — ———© 0 
OR Pre 0 ON ART MONET ETS TETE 
Admettons que l’on ait ici g P-P. Pour æ ——, on n’a pas 


de P-P; donc l’équation n'a pas plus de racines négatives 
que les deux suites n'ont de P-P(q). Admettons que les deux 
suites aient q, V-P ; pour æ —+, on n’a pas de V-P : donc 
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l’équation n'a pas plus de racines positives que les deux suites 
n'ont de V-P (g;); et l’on peut encore dire que l’équation a 
au moins autant de racines imaginaires que la seconde suite 
a de variations (n — q — qi). 

Newton, en utilisant les P-P pour les valeurs négatives de 
æ et les V-P pour les valeurs positives, obtient une meilleure 
estimation que Sylvester pour la limite supérieure du nombre 
des racines réelles. Dans l'exemple traité plus haut, le théo- 
rème de Newton montre qu’il n’y à pas plus d’une racine po- 
sitive, tandis que le théorème de Sylvester, qui n’emploie que 
les P-P, montre qu’il ne peut en exister plus de cinq. C’est 
la même limite que donnerait l’application du théorème de 
Descartes. 


Généralisation du théorème de Descartes. 


121. Dans ce qui va suivre, nous allons donner une mé- 
thode nouvelle qui montre comment, par des considérations 
toutes différentes, on peut arriver à déterminer une limite du 
nombre des racines, et qui remplace avec avantage la précé- 
dente. Seulement, dans quelques cas particuliers, elle se 
montre inférieure à celle de Newton, mais elle s'applique 
avec plus de facilité. 

Quand nous avons démontré le théorème de Descartes, 
nous avons vu que, en introduisant dans l'équation une ra- 
cine positive, on augmentait au moins d’une unité le nombre 
des variations. Si la multiplication par æ — & introduit plus 
d’une variation, elle diminue le nombre des permanences, et 
l’on obtient une détermination plus précise du nombre des 
racines négatives, le nombre de ces racines n'étant pas aug- 
menté par l'introduction d’une racine positive. 

Soit a, le premier coefficient négatif; l’équation obtenue 
en multipliant par æ — « présentera, à certaines places, les 
mêmes signes que les termes de l’équation proposée, si l’on 
écrit les termes les uns au-dessous des autres, et l’on peut 
se demander si l’on peut choisir «& de telle sorte que des per- 
manences se changent en variations. 





En 
Re se 
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La multiplication de 


(1) DH MATH Qt +. + Apr RPHI— GAP TP, | 
par x — à donne 
(2) a+ (a—a)xr+.. + (a) 1 — AA pa) XPH mIN-PHA ..., 


où rm est positif; maintenant posons 


(3) Re 





les signes, dans la nouvelle équation, seront ceux de 


RU 





AT nee D in Diet ARE 


Soit a, le premier coefficient positif après — An; SOit — à, 
le premier coefficient négatif qui suit, etc., les signes des 
termes suivants seront ceux de 


Ar ad — Kp+4, X — Kp+s, , a —Kz1, 
+. gui, Kyro— a, , kr — 4, 
—, kr, a —k,,), EL ER ) 


Dans le cas où les quotients Æ qui entrent dans chaque 
groupe sont décroissants, la valeur de « est indifférente; on 
peut alors déplacer les variations, mais non augmenter leur 
nombre; dans le cas contraire, il existe une valeur de « com- 
prise entre la plus grande et la plus petite valeur de # d’un 
groupe qui augmente le nombre des variations; on peut dé- 
terminer facilement la valeur de & qui transforme le plus 
grand nombre possible de permanences en variations; la nou- 
velle équation peut être traitée comme la première, et ainsi 
de suite jusqu’à ce que l’on parvienne à une équation où les 
quotients Æ sont tous décroissants dans chaque groupe. La 
limite du nombre des racines positives se déterminera de 
même façon en changeant x en — x. 
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Exemple : 


RS + xt + 4x + 8x5 — xt — 7ax8— 922%? + 152% — 450 = 0, 


22 


m 
4 


Li 4 2 ) 


les nombres précédents donnent les valeurs des £; si l’on fait 
a — 3, les trois permanences se changent en variations, et 
l’on n’obtient que des permanences dans 


L, 


— HA — 95AÎ— AR — XI +... 





on n’a plus qu’une permanence ; l'équation n’a qu’une racine 
négative. 
Le théorème de Newton donne 


+ +++ — — — + — 
+ — +++ + + + + 


ainsi on a trois P-P. Pour trouver le nombre des racines 
positives, on change zen —xet l’on a 


LB — LT + 4 RS — 882$ — Lt + 7x8 — 994%? — 1527 — 450 = 0; 


dans les dernières permanences, les quotients Æ vont en di- 
minuant, et la multiplication ne peut faire disparaître de 
permanences. L’équation a doncune ou trois racines positives, 
ce que nous apprend aussi la méthode de Newton. 
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Calcul des racines commensurables. 


122. Une équation à coefficients fractionnaires peut tou- 
jours, comme on l’a vu (42), être remplacée par une autre à 
coefficients entiers, le premier terme ayant pour coefficient 
l’unité. Dans la suite nous supposerons toujours qu’il en est 
ainsi. 

Une équation à coeficients entiers et dont le premier terme 
a pour coefficients l'unité ne saurait avoir de racines frac- 
tionnair'es. 


Soit l'équation 
(1) 2H Mar 1 Ga 2 +. + An = 0. 


Sila fraction irréductible # pouvait être racine de cette équa- 


tion, on aurait 


nm n—1 n—2 \ 
= — (as +at ++ du), 
ou 
Fil 


4 — — (ar p=i ae pr>?q + ,, + Ang"), 
ce qui est impossible, vu que le premier membre est une 
fraction irréductible, tandis que le second membre est 
entier. 
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123. Si l’on veut alors calculer les racines rationnelles 
d’une équation, on peut d’abord la mettre sous une forme 
telle qu’elle n'ait plus que des coefficients entiers; le pre- 
mier étant égal à r, elle n’a plus en fait de racines rationnelles 
que des racines entières, et nous allons montrer comment on 
peut déterminer ces dernières. 

Soit (1) l'équation donnée et £ une racine entière, on à 


EH QUE Qt 2 +... + an-ol? + An-it + An = 0; 


il faut remarquer tout d’abord que £ est un diviseur de @,; 
on essayera donc les diviseurs de a,, et si aucun d’eux n’est 
racine, l'équation proposée n’a pas de racine entière. 

Pour essayer le nombre #, on divisera l’équation précé- 
dente par é et, si l’on fait a, — fq»-1, On aura 


CRM ON PER de le Mr CE Une D! 


d’où il résulte que a;_1 + gh-1 doit être divisible par £; appe- 
lons g,-: le quotient, on voit de même que &@;-2 + Qn-2 doit 
être divisible par #, et finalement on a 


I + go = 0. 


Dès que dans le courant des opérations un quotient g devient 
fractionnaire, le nombre £ essayé ne peut être racine. Au 
contraire, si tous les coefficients sont entiers et si l’on ter- 
mine par g, ——1, le nombre essayé est racine et le premier 
membre de l'équation, débarrassé du facteur linéaire cor- 
respondant à cette racine, est 


CL QG AG CT Qt 
car, en multipliant le polynome par æ — {, on trouve 
A — (qu + tal +. + (EQ pri — p)ATP +. + 1Q ni 
et comme 
Ap + Qp = 14p-1, 


ou 
LIp-1— p = Ap; 
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on retrouve le premier membre de (1). L'exemple suivant 
rendra évidente la marche des calculs. 


Exemple : 
L$ — 47% + 4923 x — 1402? + 1213X + 420 = 0. 
Essayons, par exemple, le nombre 3, on aura 


...— 1402? + 1213X + 420 


451 160 
311 1393 


3 ne divise pas 311 et ne peut être racine; essayons 12, on à 








I — 47 423 — 140 1910 420 
— ] 35 —3 104 35 
0 — 12 420 — 36 1248 


12 est racine et l’équation divisée par x — 12 donne 
Lt — 35x38 + 3x2 — 104x — 35 = 0; 


en essayant æ —35,0ona 











I — 35 3 — 104 — 35 
—] 0 — 3 — ] 
— 35 O — 105 


et l’on arrive à l’équation 
LI+3LX+I—O 


qui n’a plus de racines rationnelles. 

Pour diminuer le nombre des essais infructueux, il faut 
déterminer les limites des racines; on diminue ainsi le 
nombre des facteurs de a, à essayer en éliminant ceux qui 
sont compris en dehors des limites. Il faut ensuite observer 
que, si f (+) est divisible par æ — £, les nombres 


TOP A NO LT) 


Dal one dl Pere A END 2 


doivent être entiers; les nombres les plus petits — 1, +7, 
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substitués dans l’équation, donnent f(1), f(—:1) et, dans 
l'exemple précédent, on à 


J(—D =— 1404; AMD 870: 


Il n’est donc pas nécessaire d’essayer le nombre 10, car 
1404 n’est pas divisible par 11; il faut essayer, au contraire, 
— 10 parce que 1404 est divisible par 9 et 1870 par 11;5onaà 


J(2) = 4950 


qui n’est pas divisible par 12. On voit alors que — 10 n’est 
pas racine. 


Interpolation. 


124. Lorsque l’on a séparé les racines d’une équation, il 
est nécessaire de rapprocher, autant que possible, les limites 
qui comprennent cette racine, avant d'appliquer les méthodes 
d’approximation. On arrive à ce résultat en substituant des 
valeurs intermédiaires dans f(x), et l’on peut continuer 
ainsi Jusqu'à ce que l’on ait repéré les racines entre des 
limites aussi rapprochées que l’on veut. 

Bien que cette méthode soit théoriquement assez simple, 
elle ne laisse pas que d’être très pénible en pratique, et l’on 
suit une autre voie qui permet d'arriver plus facilement au 
but. 


195. Différences d’une fonction. — Soit 
Uo, li, Ua, 


une suite de quantités déterminées d’une manière quel- 
conque; si l’on pose 


(1) Unit — Un = AUn, 


Au, est ce que l’on appelle la première différence de w,; 
on construit d’une manière analogue la seconde, la troisième 
différence, etc. Ainsi 

AUn+1 PES AIR —= A?Un, 


(2) 


lun — Mur = Mu, ete; 
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on en déduit 


A?Un == Unit cu AUn 
= Un+9 — Un+1 — Unt1 + Un 


= Un+2 — 2Un+1 + Ur, 


Mur = A(Unr2— 2Un+1 + Un) 


Un+3— 2Un+o + Un+1— Un+e + Qün+1 — Un 


= Un+3 — IUn+s + SUnr1— Un; 


comme on voit, les coefficients sont ceux des puissances de 
a — bet l’on a en général 


PDP 
D 


°. À 


(3) APun = Unip — É Un+p1 + Un+p-2 ++ (—i)Pun, 
et l’on voit que les différences peuvent s'exprimer en fonc- 
tion des termes de la suite &,, w,, .... Réciproquement, les 
termes de la suite peuvent s'exprimer à l’aide des différences. 


On a, en effet, 
Ui = Up + Au; 


d’où 
Au = Auo + Au; 
mais 
Us = Ui + Au, 
donc 
Ua = Ug + 2 AU + Au. 
De même 


Uz = U5 + AU 
= Up + 2440 + A?uo + Aug + 2 A2u0+ AU, 
= Up + 3 Auo + A23u0 + A3, 


et l’on voit que les coefficients sont ceux des puissances de 
a + b. On à ainsi, en général, 


) — 1) 
(4) de ELA e "e 


126. Différences des fonctions entières. — Soit 


(5) u= f(x) = aux + axt-1+... 
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une fonction entière de +, dans laquelle on donnera à æ suc- 
cessivement les valeurs 


T0 Lo + À; Xo + 24; nee Xo+nh; 
soient 
Uo; U, Us, 0 Un 
les valeurs correspondantes de w. 
On a alors 


(6) Au=f(x+h)— f(x) = naar th +... 


et il en résulte que Au est de degré inférieur d’une unité au 
degré de u; Â'u est de degré inférieur de deux unités et a 
pour.prémier terme r(r-1)ax m2 #etc.hilfenvrésulte 
que lorsqu'une fonction est de degré n, sa niè"e différence 
est constante et 
Anu—=n! ah". 

Les différences d’ordre supérieur sont nulles. Une suite dont 
les différences d'ordre n sont constantes est une suite diffé- 
rentielle d'ordre n. 


Exemple : 
TEA eu LT EE 
Uo ui Up | U3 Uy, 
I 16 DID 020 
Au Aus AU Aus 
15 O7 000 
A2uo A?uy AU 
DOME IOIAETOS 
Mu Au: 
60 84 
Au 


24 
Les formules (4) et (3) donnent 


Us =1+ 5.15 +10.50 + 10.60 + 5.24 — 1296 — 6, 
Akuo—=1—4.16+6.81— 4.256 + 625 = 24. 
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127. Substitution de valeurs équidistantes de x dans f(x). 
—. Si l’on veut calculer f(x) pour des valeurs équidistantes 
de æ, on peut le faire pour » valeurs équidistantes de æ et 
obtenir les autres valeurs de f(x) au moyen de simples addi- 
lions. 


Supposons, par exemple, que la fonction donnée soit 
u=x$— 5x + 6, 


et que l’on désire en obtenir les valeurs pour z = r, 2, 3, .….; 
alors Six, —1, pour 


Mie LD, RER 
u Au Au Au 
2 
2 
4 TAC 
14 
18 


Comme l’on sait, la dernière différence est 6. Pour A? x, le 
calcul peut se faire en observant que les différences de deux 
différences secondes est égale à 6 ; il suffira d’avoir une seule 
différence première pour avoir toutes les autres quand on 
connaîtra les différences secondes et, enfin, on aura toutes 
les valeurs de « dès que l’on aura l’une d'elles; il suffira donc 
d’avoir calculé trois valeurs de « et d’en déduire directement 


deux valeurs de Au, puis une de A?u. On trouve ainsi, pour 
AT 


puis, pour Au, 
puis, pour uw, 


ainsi l’on trouve 


flo) =6,  f(4)= 50. 


128. Calcul de f(x) au moyen de ses valeurs pour n +1 
valeurs équidistantes de x. — Si l’on écrit la formule (4) 
P: 14 
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sous la forme 


D —] 
Up = Uo + Eau PE sue. Ÿ 


7) 
d PIRE RE RTE SRE 
a Er 


et si l’on y fait 





TL — ZX 
PE Er 
1 PDT 
puis si l’on y suppose wo, Au,, Au,, ... remplacés par leurs 
valeurs déduites de u— f(x), on a 
| X— Xp Au TX — Lo)(x —Zzo—h) Au 
RE o AU ai o)( 0 ) Ho 
— 1 hi 107 /e2 
(8) } k À 
| . (T—%o) (x —xo—h)...[x—xo—(n—1)A] Aru 
no RAC ha 


Comme cette formule à lieu pour toutes les valeurs entières 
de p, elle aura lieu aussi pour 


RE CT Tanl, T = Lo + 2h, me T = Lo + Ah. 
Si l’on désigne le second membre par F(x), on aura donc 
f(x) =F(x) 


pour #7 +1 valeurs de æ; comme cette équation est au plus 
de degré x, c’est une identité; on a donc exprimé f(x) au 
moyen de ses valeurs pour 7 +1 valeurs équidistantes de x, 
et cela sous une forme qui est souvent utile. 


Exemple. — Trouver une fonction du troisième degré pre- 
nantiDour Tr, Den it Ur AUS valeur enr 


et21. Ona 
5 II 1 21 


10 
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donc 


Fr) = 54 6(2—1)—2(2—1)(x—2)+ 2 (7—1)(2—2) (x — 8) 


129. Znterpolation. — À l’aide du théorème précédent, on 
peut résoudre la question que nous nous étions proposée, à 
savoir de calculer des valeurs d’une fonction, pour des va- 
leurs de æ comprises entre celles pour lesquelles le calcul a 
déjà été fait. Ordinairement, on partage À en parties égales; 
on pose, par exemple, 

REQUIS 


on à alors les valeurs de la fonction pour x =2x,+ mh, au 
moyen de la formule (8) 


Om= f(to+ mhi) = uo+ Ai Auo + A2 A7 u9+...+ An AU 





où 
__m(m—q)(m—2q)... [m—(k—1)q] 

(9) ie a rh) } 
Si l’on pose, par exemple, 

ET = , 

10 

On à 
to) NE CU MERE) ...[m—1o(k— 113 


253) MR IOX 


Pour calculer f(x,+ mh,), on ne substitue pas les valeurs 
de m dans A;; on se borne à calculer les différences de la 
fonction correspondant au nouvel intervalle et, si on les dé- 
signe par la caractéristique 0, on a 


Vo = 

099 — 0A1A OA 2 A? 0A3 A3 

09p — 0A1 AU + 0ÂÀ>2 LOS Up =. 

0209 = 02A, A2uUp+ D2A3A3 Up... , 

03 Po = 08 As A3Up HF. _ 
CAE N N 

OUo = 0, 02Â1= 0, DAS 0, ue 


parce que wo, A1, À, ... sont de degrés o, 1, 2, ... en 7» res- 
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pectivement; On à, pour g — 10, M —0, 


m N 


A1= —») DA —I0 1: 
10 
nn ÀAo = — d— 
F 1.2.10?2 : it D CA 
m(m—10)(m — 20 g 
As = ARENA dA3 — 0,028), 02 A3 = — 0,009, 


1 25410 


Dans la fonction considérée plus haut, on avait 


Hi = 0, Auo = 6, Au —=—4, A3u9 = 10; 
alors 
dP9o = 6.0,1+4.0,045 +10.0,0285 = 1,065 
ER UAQR ACTE nr = Y ; 
F9 / 
0209 —=—4.0,01—10.0,009 —=—0,13, 
0PVD= 100,001 — 0:01 


Les valeurs de Ia fonction pour 
DM LOUE LI, Aie L'—=V,9 


sont fournies par le Tableau : 


12 u. ou. ou. du. 
1 0e Net 5,000 1,065 —0,13 0,01 
ARR MTL G 6,065 0,939 —0 ,12 0,01 
12e da 7,000 0,815 —0, II 0,01 
RAR M CT. E 7,819 0,709 —0, 10 0,01 
a LES à 10191020 0,605 -—0,09 0,01 
Le 9,125 0/0 19 —0 ,08 0,01 
PDT «+ 9,640 0,435 —0,07 0,01 
RS © 10,079 0,365 —0,06 0,01 
1 02e 7 100 410 0,305 —0,05 

ISO RUN RE 10,745 ot) 

PPT or 0 11,000 


Si l’on prolonge ce Tableau par le haut, on trouve que la 
fonction s’annule pour une valeur de z comprise entre x = 0,6 
CL —0;,7. 
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Méthode d'approximation de Newton. 


130. Supposons qu’une racine de f(æ)— 0 soit séparée par 
deux nombres voisins a et b où a < b. Si l’on pose x — a, on 
a une erreur +, déterminée par l'équation 


, . I 
f(a+xi)=o ou o= f(a)+f'(a)x1+ J'Ca)xf +; 
ComMINÉ Tiiestires petit elesttermestentr re CON DITES 


petits en comparaison de ceux qui contiennent z,. Newton 
les néglige et pose 





0 =f(a)+f'(a)x:, d’où n=- 0 
d'où 
ee f(a) 
(1) DE ÉTES 


On obtient ainsi une valeur approchée qui, en général, sera 
plus satisfaisante que la première; de celle-ci on en déduira 
une autre par le même procédé, et ainsi de suite. 


Exemple : 


Xi— 22% — 5 —0; 


une racine est comprise entre 2et2,1,0na 


on à 
HO EIO OO RRRL (20) —1170 2). 


d’où 


Æ—=2,1—0,0094 = 2,0946, 
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et de là on déduit encore 
f(2,0946) & 


__fC,09%6) 
= 2,094551483. 


,2=00> 0010 2,0946 — 0,000048517 


131. Défaut de la méthode. — La méthode de Newton est 
d’une application assez simple, mais elle ne peut pas toujours 
être employée avec certitude, parce qu’il peut arriver que 
l'erreur, au lieu de s’atténuer, aille en grossissant. On s’en 
rend compte au moyen d'une représentation géométrique; on 
doit déterminer l'intersection de la courbe y — f(x) avec 
l’axe des æ. On a trouvé un point dans le voisinage du point 


Fig. 10. 











d’intersection, qui a pour abscisse a; la méthode de Newton 
revient à remplacer la courbe par sa tangente au point qui a 
pour abscisse a; cette tangente à, en effet, pour équation 


y —f{(a)=f'(a)(x — a), 


et son intersection avec l’axe des x s’obtient en faisant y — 0; 
d'où 





LI 


f(a) 
f'(a)” 


ce qui est la formule de Newton; on voit que le point où la 
tangente coupe l’axe des æz peut être plus éloigné du point 
cherché que le point d’où l’on est parti. Pour cette raison 
(Fourier, Housel, etc.), on a cherché à perfectionner la mé- 
thode de manière à approcher constamment de la racine cher- 
chée. Pour arriver au but, il faut connaître une valeur appro- 
chée par excès et une valeur approchée par défaut. Ce qui 
suit va résulter des explications que nous venons de donner. 
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132. Nous supposerons l’équation débarrassée de ses ra- 
cines multiples. Nous supposerons, en outre, que f(x) et 
f'(x) ne soient pas nuls en même temps. On peut alors sup- 
poser que les limites de la racine cherchée soient assez rap- 
prochées pour que, entre ces limites, f'(x) et f(x) ne chan- 
gent pas de signe. L’ordonnée de la courbe y— f(x) est alors, 
entre ces limites, toujours croissante ou toujours décroissante, 
et sa concavité est toujours tournée du même côté; comme 
f(x) change de signe dans l'intervalle, f(æ) et f(x) ont le 
m ême signe à l’une des limites; si l’on part de cette limite, 
la méthode de Newton fournira une valeur plus approchée, 
ainsi que l’on peut s’en assurer à l'inspection des quatre 
figures ci-dessous : 


Figiern 








Fig. 13. 


Dans la première et dans la dernière figure, f(x) est positif, 
et l’on part de la limite pour laquelle f(x) est positif; dans 
les deux autres, f’(x) est négatif et l’on part dela limite pour 
laquelle f(æ) est négatif. Si l’on mène une sécante passant 
par les points correspondants aux deux limites, cette sécante 
coupe l’axe des æ en un point qui, avec le point où la tan- 
gente rencontre le même axe, fournit deux limites plus rap- 
prochées entre lesquelles la racine se trouve comprise; la 
sécante à pour équation 


b)—f(a 
LOSIOpA LR 


«7 —f(a) = 
et elle donne 
(a) ot PRES Utile 
0f(b)—f(a) HÉCA)E Em 


æ=a—f 
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ou 
HOMO NC es he. | 


am 





= =f"(&)(b— a) + —f" (a) (b— a)? +... 


Si donc a et b sont deux limites telles que f(a) et f'(a) 
soient de même signe 





. el 
fa) 
D = a — ——— 
f'(a)+ m 
sont deux nouvelles limites plus approchées. 
Exemple. — Nous avons considéré l’équation 


Xi— 9x — 5 —0, 
où 
OL) RAC 0 = 00 


Une racine est séparée par les limites 2et2,1;0ona 
fe)=—1, - f(2,0 = 0,061 
et f'(2,1) est positif. 


d=2,1—0,0054 = 2,0946, 





0 ,O6I 

bi=2,1— ——— —2,0942. 
: k 10,61 ie 
Si l’on part de ces nouvelles limites, on trouve 


2 = 2,094551483, 


b3= 2,0946 — 0,000048528 — 2,094551472. 


Méthode de Lagrange. 


133. Lorsqu'une racine se trouve séparée par deux entiers 


consécutifs a et a +1, on peut poser 
I 


T=A+ — 
CA 
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et former l’équation en x,; si la racine cherchée était néga- 
tive, on changerait æ en — x. 

Si l'équation proposée n’a qu’une racine entre a et a +1, 
la transformée n’a qu’une racine supérieure à 1; celle-ci 
pourra être séparée par deux entiers b et b +71, et l’on posera 


J 
Li — b ar er C 
Lo 
En poursuivant ainsi les calculs, on obtient le développe- 
ment de la racine en fraction continue 





Si l’équation proposée avait plusieurs racines entre « et 
a + 1, la transformée aurait plusieurs racines supérieures à 1; 
chacune d’elles donnerait lieu à un calcul analogue. 


Exemple : 
f(x) = xi—2x—5—0, 
on pose 
I 
TL=2+—); 
T1 
on à 


LOROEO RE MOE EE 


[I I I 
CR UESIO EE CE, 
Li Li Li 
et la transformée 


fi(x1) = xi—10x72— 6x3 —1—0; 


la racine positive de cette équation est comprise entre 10 
et 11; on pose 
Li = 10 + 24 - 
T2 
On a 
fit(x) = 2xi—1ox?— G6x—1,  fi(io) ——61, 
fit) = 32?— 20x — 6, fi Go) =+ 94, 
I 


f 
ga 1) =922%—10;, : 1 (10) = + 20, 
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et la transformée est 
— 6175 + 94172 + 20%2+1—= 0, 


dont la racine positive est comprise entre r et 2. 
La racine cherchée est comprise entre 


I I 
et 2 + 


I 1 
10 + — LOS 
I > 








Det 


ou entre 
23 “4 


RES LE 

134. Cette méthode ne conduit que péniblement à une ap- 
proximation convenable. Lagrange a montré comment on 
pouvait simplifier la dernière partie du calcul; mais, comme 
les calculs sont encore compliqués, malgré ce perfectionne- 
ment, la méthode n’est pas avantageuse et, pour cette raison, 
nous ne l’exposerons pas. Au contraire, nous montrerons que 
cette méthode peut être remplacée par une autre plus avan- 
tageuse en profitant de la forme particulière de l’équation 
transformée. 

Considérons l’équation trouvée plus haut 


fi(ti)= xè—107? — 67, —1—= 0. 


Si l’on développe en série récurrente une fraction dont le 
dénominateur est f,(æ), cette série passera de l’état de con- 
vergence à l’état de divergence quand x, passera par la racine 


cherchée et rendra la fraction infinie; développons alors 
She 


f(x) 





» Nous aurons 


“ne &i (42) 


+ + = +... 
Ji(x) CIO 


où les coefficients sont liés par la relation 





An = 104n—1 + 6An-2 + An-3; 
on trouvera successivement, pour ces coefficients, les valeurs 


[, 10, TOO) T21,2811000 120902 19201 
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En vertu d’un théorème de Cauchy, lorsque la série de con- 
vergente devient divergente, le rapport d’un terme au précé- 
dent passe par la valeur 1; ce rapport est 





An 


de sorte que 





I . 
tend vers —; en faisant usage des deux 
An+1 l1 


derniers coefficients calculés, on trouve 


I 
LRO 2:00 45 51 4815. 
22 | 
Si l’on calcule encore un coefficient, celui-ci et le précédent 
fourniront une valeur de x qui a, avec celle que nous venons 
de trouver, dix décimales communes. 


135. Cette méthode revient, au fond, à celle que Daniel 
Bernoulli à fait connaître; voici en quoi elle consiste : 
Calculons les fonctions symétriques des racines 


= nm mn NT 1 
Sm—= ZX; + Le + T3 RTE CET) 


= L 
Ste Ci EÉPRN ETUDE Nr, 


Si æ, est la plus grande racine, pour une grande valeur de mn, 
Sm et Sm+1 pourront être remplacées par leurs premiers termes 
et l’on aura 


Sm+1 
L1= ——+ 


Sn 
En faisant usage de s_, ets_{»11,, On peut de même trouver 
la plus petite racine. 
Si l’on observe alors que 
$1 S2 


ré (æ) = AN + En RÈGRRE MU 
ex ENTRER 
on voit que la méthode exposée plus haut coïncide avec celle 
de Bernoulli quand on prend xf'(x) pour numérateur. 
Cette remarque montre dans quel cas il sera avantageux 
d'employer la méthode. Pour que tous les termes que l’on 
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néglige soient petits par rapport à +”, il faut qu'il n’existe 
pas de racine ayant une valeur absolue voisine de celle de x,, 
ni de racine imaginaire dont le module diffère peu de celui 
de +,. Si deux racines imaginaires ont un module maximum, 
le rapport de deux sommes consécutives ne tendra vers au- 
cune limite; si, par exemple, ces racines sont 


r(cos0 +zsin0), 
on aura 
$m= 27" COSM0 +..., 


Sm+1 = 2741 C0S(m+1)0 +..., 
N 


et, en négligeant les termes d'ordre inférieur, 


mn cos m0 


m croissant indéfiniment, cette expression n’a pas de limite. 
L'emploi des séries entières conduit aux mêmes conclusions. 
Pour que l’on puisse appliquer la méthode avec succès, il 
faut que l’on puisse mettre l’équation sous une forme telle 
que les termes de l’échelle de relation aient le même signe 
et décroissent assez rapidement; la méthode pourra donc 
s'appliquer concurremment avec la méthode de Lagrange 
qui, en général, conduit rapidement à une équation transfor- 
mée jouissant de la propriété requise. 


136. Nous traiterons encore un exemple. L’équation 
Li—71X+7—=0 


a deux racines comprises entre 1 et 2; si l’on pose 


I 
L=I+ —) 
T1 


on obtient la transformée 


Li —4Xi +3%1+1=0, 


qui à une racine entre 1 et 2 et une autre entre 2 et 3; on 
devra traiter chacune à son tour; en considérant la seconde 
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on posera 


I 
L1=2 + —) 
Lo 
d'où l’on déduit 
LXi+ Xi —2%2—1—=0, 


qui à une racine positive entre 1 et 2; on posera 


L 
Lo —=I+ —) 
T3 
et l’on aura 
Xi — 3X$— 4X3—1—=0; 
la racine positive de cette équation est comprise entre 4 et 5. 


Posons enfin 
I 


La = 4 + —) 
Ty 
on obtient la transformée 
TL — 20X? — YA, —1—=0; 
l'échelle de relation est 
29, 9, I, 


et, à l’aide de ces nombres, on forme les coefficients 


1, 1202400 06001, 170021, 13400706: 





Si l’on pose 
3491078 
ne 49107 ; 
[170921 
On à 
1 
M | 
F1 SE ‘ 
Ce 
; 1 
fa 
Ty. 
HR) 
ou 


___19.3494078 + 4.170921 


 14.3494078 + 3.170921 — 1.3568958. 


137. Après la méthode de Bernoulli, il convient de men- 
tionner celle de Gräffe. Elle consiste à poser x = Vy et à faire 
évanouir le radical; on obtient alors une équation dont les 
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racines sont les carrés des racines de la proposée; si l’on 
continue de la sorte en calculant les coefficients par loga- 
rithmes, si l’on finit par trouver une transformée dans la- 
quelle les logarithmes des coefficients vont en doublant: c’est 
un signe que les racines sont négligeables vis-à-vis de la plus 
grande. Supposons, par exemple, que l’on aitélevé les racines 
à la trente-deuxième puissance et que l’on ait obtenu l’équa- 
tion 
le te LE Et ie NN 


Si l’on pose 


Ne 
LE 

Li dit (, 
3232712 
LL Li = > Ai) 


en négligeant les termes d'ordre inférieur, on trouve les ra- 
cines quand elles sont réelles, mais la présence des racines 
imaginaires complique la question comme dans la méthode 
de Bernoulli; aussi n’entrons-nous pas dans plus de détails. 


Méthode de Horner. 


138. La méthode de Horner s’appuie sur ce fait que, étant 
donnée une équation, on peut en déduire une autre dont les 
racines sont égales à celles de la proposée, diminuées d’une 
même quantité ; la méthode tire son importance de la manière 
même dont se fait la transformation, qui est assez simple. 

Soit 

FÉES 
l'équation donnée; pour diminuer les racines de &, on prend 
pour nouvelle inconnue x — « et l’on pose 


f(a)=f(a+x—a)=f(a)+f(a)(e—0)+ 


+(x— a)t= 0. 


f'(a) 


1.2 





(x— 2) +... 


On voit que f(x) est le reste de la division de f(x) par 
æ — «, que f'(«) est le reste obtenu en divisant le quotient 
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par æ— «, etc.; par des divisions successives par æ — &, on 
obtient les termes successifs de l’équation transformée. 

Pour effectuer la division par æ — «, on peut faire usage 
de la méthode employée pour développer une fraction en sé- 
rie, l'échelle de relation est &; si le dividende est 


ALT + Qi AL + GAL, An 


et le quotient 
0e 


II 


boxn—1 4 bixn-2 + baxn-3 +. our On-1 ni 





? 


on à 
by == Go, b— + ab, ba = a+ ab, …. bp= Ap+ api .. 


On a l'habitude de disposer les calculs comme on va l’indi- 
quer à propos des racines de l’équation 


325 — 23 + 4Ax?+ 5x — 8 —0, 


en diminuant les racines de deux unités; on a, en n’écrivant 
que les coefficients, 


3 O —I +4 +5 —8 
JE0 11 26 h 106 
T2 8 96 249 

DCI AI 238 

3. 24 419 

3 30 


l'équation transformée est ainsi 
325 + 30X* + 11923 + 238 x? + 2492 + 106 = 0. 


La multiplication par 2(&«) et l’addition ont été menées de 
front; si l’on avait affaire à des nombres composés d’un plus 
grand nombre de chiffres et qu’il fût impossible de faire les 
opérations de tête, il serait bon d'écrire le produit «b, au- 
dessous de &,,, et d'ajouter comme on l’a fait dans l’exemple 
que nous traitons un peu plus bas. 

On fait usage de cette méthode pour trouver les chiffres de 
la racine successivement. Supposons, par exemple, la racine 
comprise entre 2 et 3; on diminuera les racines de deux 
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unités; on cherchera la première décimale de la racine : on 
réduit pour cela l’équation à ses deux derniers termes; si 
l’on trouve que cette décimale est 5, on diminuera les racines 
de o,5 et l’on continuera ainsi de suite; il peut arriver que, 
en procédant ainsi, on trouve un chiffre trop fort pour la dé- 
cimale cherchée; on en sera averti, parce que, dans l’équa- 
tion transformée, la nouvelle racine est négative ; alors on 
essaye un chiffre moins élevé; si l’on a trouvé un chiffre trop 
faible, la suite du calcul ne tarde pas à mettre le fait en 
évidence. 

Comme exemple, nous reprendrons l’équation étudiée plus 
haut 

Lt 710: 

Cherchons la racine comprise entre 1,3 et 1,4; le calcul se 
dispose ainsi : 











100 —7 7 
j 7e — 6 +1 
Lau — 4 
100 
OUR 00 00 
3,3  —3,01 0,097 
: 0,3 1 ,08 
3,6 —1,93 
00 
he 


L 


La racine a été diminuée de 1,3; le chiffre suivant est dé- 
terminé par l'équation 
1,09 7E-1D;007, DO O0 
on diminue alors la racine de 0,0 


1 3,9 —1,93 0,097 
0,05 0,197 —0,086625 
3,99 —1,7329 0,010375 





0,05 0,20 
4,00 —1,5325 
0,05 
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les deux derniers termes donnent alors le chiffre 6; ainsi 








1 4,09 —1,5325 0,010375 
0,006 0,021336 —0,009048984 
4,056 —1,508164 0,001326016 
0,006 0,024372 
4,062 —1,483792 
0,006 
4,068 


d’où l’on déduit le chiffre suivant 8. 


139. Lorsque l’on a ainsi trouvé quelques chiffres, on peut 
trouver plusieurs des suivants par une méthode abrégée ; on 
voit, par exemple, que, pour trouver le chiffre 8, il n’est pas 
nécessaire de faire usage des quatre dernières décimales des 
deux dernières séries; on laisse de côté les deux derniers 
chiffres de la première série et les chiffres correspondants 
des séries suivantes. 


Calcul des racines imaginaires. 


140. IL a été prouvé (110) que l’on pouvait séparer les ra- 
cines imaginaires en cherchant des limites pour les modules 
et les arguments de ces racines, ou en cherchant des limites 
entre lesquelles sont comprises la partie réelle et la partie 
purement imaginaire. Ensuite, on peut utiliser la méthode 
de Newton pour déterminer plus complètement les racines. 
En général, le calcul présentera de grandes difficultés, car 
l’on n’a pas de moyen commode pour s'assurer que l’on 
approche effectivement de la racine; aussi vaut-il mieux em- 
ployer un autre moyen, et l’on ramène la recherche des ra- 
cines imaginaires à la recherche des racines réelles d’une 
autre équation. 

Soit 

f(x) = 0 
l'équation à résoudre: posons 


DMEELZ) 
I 1) 
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On à 


fr) + fr) 1z 


Il v72 











équation qui se décompose en deux autres : 


{4 








fr) — +) See 0 


(q) 
— 





TO CS 


Si l’on élimine y entre ces deux équations, on obtient une 
équation en z, où z n'entre qu'avec des exposants pairs et qui, 
par conséquent, peut être abaissée. On déterminera, d’après 
les méthodes exposées plus haut, les valeurs positives de z?; 
on sait que les méthodes d'élimination permettent d'exprimer 
y rationnellement en fonction de z; chaque valeur de z don- 
nera une valeur correspondante it Y» Si nous Supposons 
l'équation donnée à coeflicients réels et qu'une seule paire 
de racines conjuguées ont la même partie imaginaire, en 
sorte qu’à une valeur de =? ne correspond qu’une valeur de y; 
si deux paires de racines ont la même partie imaginaire, une 
équation du second degré donnera les valeurs correspon- 
dantes de y, et ainsi de suite, conformément à ce qui a été 
dit dans la théorie de l'élimination. 

On comprendra mieux l’esprit de cette méthode en la con- 
sidérant à un autre point de vue. Soient +, et x, deux racines 
conjuguées, et soit 


Vi —Ni-t Let, To = Yi — 12, 
lors 
I 
J1= > (tit), 
FDA el. I 9 
21=— AL 


l'équation en z? est donc, à un léger changement de variable 
près, l’équation aux carrés des différences. Elle a une racine 
négative correspondant à chaque couple de racines imagi- 
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naires de la proposée, une racine réelle correspondant à une 
combinaison de deux racines réelles, et une racine imaginaire 
correspondant à chaque combinaison d’une racine réelle et 
d’une racine imaginaire, ou de deux racines imaginaires non 
conjuguées. 


Exemple : 


a+ ax?+ bx + c — 0, 
on trouve 
+ ay} + by +c—(6y?+a)z?+z3t= 0, 


47#+2ay + db — 4732 = 0, 


et, en éliminant z?, 


: _. @—4c ,  ? 
DÉTECTE 0 
Ver 16 7 64 d 
en 2) ss ere se b 
ET 
Pour 
Lt—L+HI, 
on à les deux équations 
I 1 [l 
D Ve 0 DU VIRE. 
LE ENT SANT ae NE 
Si l’on pose 
[8 
2 ee 
34 né 


on à 
D3—- 40 —-1 — 0, 


ou, en diminuant de 2 les racines, 
D$ + 601 + 801—1 = 0, 


en faisant usage d’un développement en série récurrente, 
l’échelle de relation est 
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et l’on trouve 


1, 8, 70, 02000 0000002. 





pe —= 92 + eee 1149076 
= TRUE 49070. .., 
V0 0207200) 0/27 1)0 


ee 0,8729415, 


{ 0,1849123, 
et, par suite, les quatre racines sont 


— 0,727136...—+4.0,934092. 


2210727190. 2200 19001 EE 


QUATRIÈME PARTIE. 


SUR LES SUBSTITUTIONS. 
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CHAPITRE LI. 


DES SUBSTITUTIONS EN GÉNÉRAL. 


Ordre des substitutions. 


141. Si l’on considère une fonction de æ;, æ, æ3, par 


exemple 
Li +2%9 + D T3; 


on peut en déduire une autre 
Lo+ 2%X3 + 3%, 


en remplaçant x, par æ:, æ: par x; et æ, par æ. L'opération 
par laquelle on remplace ainsi plusieurs lettres par d’autres 
est ce qu’on appelle une substitution: on représente cette 
opération au moyen de deux séries de lettres, chaque lettre 
placée au-dessus d’une autre indiquant qu’elle doit être 
substituée à cette autre; la substitution que nous avons effec- 
tuée ci-dessus pourra donc être représentée par le symbole 


Tori lt 
É Lo . 
et, comme l’ordre dans lequel s'effectuent les remplacements 
est indifférent, on peut sans inconvénient remplacer le sym- 
bole précédent par un autre obtenu en intervertissant l’ordre 
des lettres pourvu que les lettres placées dans une même 


colonne verticale restent dans une même colonne. 
La forme la plus générale d’une substitution de z lettres 


est alors 
\ 
s=(") 


\ 40, 
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où A, et À, représentent des permutations différentes de » 
lettres. À, est le numérateur, À, le dénominateur de la sub- 
stitution. La lettre qui en remplace une autre sera dite la 
remplaçante de cette autre. 


Si on laisse A, inaltéré, on pourra remplacer A, par n! 
permutations, on a donc en tout 2! substitutions de À lettres; 


l’une d’elles 
A 
( 


qui laisse toutes les lettres en place se représente par le 
nombre 1. 

Lorsque dans une substitution, au-dessus l’une de l’autre, 
figurent deux lettres identiques, on peut en faire abstraction 
et la substitution n’est en réalité qu’une substitution entre 
un moins grand nombre de lettres que 7. 


Le symbole 
S Ao 


exprime que la substitution S s’effectue sur l’arrangement A,;, 
ainsi 
1% 
Ao = Ai. 
5 0 1 


Le produit de deux substitutions 
TS 


représente la substitution qui résulte de la substitution S 
effectuée d’abord et de la substitution T effectuée ensuite; 


par exemple, on à 
(1) (au) = (au) 
mn) A # A0 


et l’ordre des facteurs ici n’est pas indifférent. Si l’on effec- 
tue p fois de suite la substitution S, on a une substitution 
finale que l’on représente par S?; alors 


DUT 


S° et 1 signifiant qu'on laisse toutes les lettres en place. Si 
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l’on à 
SH 
on a évidemment 


STE ME SORA à 


en sorte que l’on peut multiplier à gauche ou à droite les 
deux membres d’une égalité par une même substitution. 


Exemple : 


TA —— En Lys 


q Ex Tr Li Lo LD 
TE 9 
Li Lo La À, 


par la substitution 


devient 
Ty XL? + LÉ T3, 
soit 
je _ ( 3 1 ) ; 
Li La L3 
on aura 


ST — (e LE Li ni TS — (é FAR “) | 


Li Lo La Ly Li Lo T3 Ty, 
: L3 Tr Li Lo To Lao La Xi] 
on er — ; a 
Li le on CE Li La X3 
142. Si l’on considère la suite des substitutions 


Fe S, S2, ne 


le nombre total des substitutions de » lettres étant fini, on 
doit nécessairement retomber sur une substitution déjà 
obtenue : supposons, par exemple, que l’on trouve alors 


Sa+8 — Ga 
ou 
SBSA — Sv, 


cette formule prouve que la substitution S laisse invariable 
une permutation quelconque; ainsi 


un 
TD 
[ 
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et Æ désignant un entier quelconque 
SEB+a — Sa; 


les puissances successives de S forment donc une suite pé- 
riodique. 

Si B est le plus petit entier donnant SP = 1, on dit que S 
est d’ordre G. 

Si au lieu de S$-% on écrit S-*;on a 


SEASETTE 


On voit facilement que si S remplace la permutation @& par la 
permutation b, St remplacera b par a. 
Soit 6 l’ordre de S et 


B=ffis a=Ju; 


f désignant le plus grand commun diviseur de & et 6. «, et 
6, seront premiers entre eux. Pour déterminer l’ordre x de 
la substitution S%* posons 





(Sa )z — 1 — SAR, 
d’où 
CE re 
sa 1 [A ea ; 


à 8 
il en résulte que 5, ou “ est la plus petite valeur de x, donc: 


5h 
StS est d'ordre B, S% sera d'ordre ne le plus grand 


sf 


commun diviseur de « et 6. On remarquera que S*et S sont 
de même ordre si à et B sont premiers entre eux. Dans ce 
cas, les puissances de S*seront égales, à l’ordre près, à celles 
de S ; par exemple, si l’on pose 


(SX)x — SP — SBY+P, 
on aura 
ax — $y = p, 


équation qui à toujours une solution si & et 6 sont premiers 
entre eux. 
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Exemple. — Soit 
ds eacbd 2 ea bd 
Et DUe no A 


on à 


et S est du quatrième ordre; si l’on pose, par exemple, 


(S3 )z — S2 — S#7+2, 


on à 
SAUTER Lio, 


et l’on a aussi 


Si l’on applique cette substitution à la fonction 


a3 + 3ab?— 2cde, 


on à 
d3 + 3 de? — 2cab. 


Substitutions circulaires. 


143. Une substitution est dite circulaire, quand elle substi- 
tue à chaque lettre du dénominateur celle qui la suit et quand 
elle remplace la dernière par la première. 


La substitution 
Ci 0e 
abde 
est circulaire, car elle remplace chaque lettre de « b de par 


la suivante et la dernière e par a; une pareille substitution 
se représente encore par une suite de lettres entre paren- 
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thèses, ainsi 


A 


abcde 


}=(« bride) = (020 died), 

L'ordre d’une substitution circulaire est évidemment égal 
au nombre des lettres qu’elle déplace. Car, par une applica- 
tion répétée de cette substitution, on remplace successive- 
ment a par b c de a et, quand on à remplacé a par a, on 
obtient la substitution 1. 


14h. Toute substitution est un produit de substitutions cir- 
culaires. 


Prenons, en effet, une lettre arbitrairement au dénomina- 
teur de cette substitution, elle se trouve remplacée par une 
seconde, celle-ci par une troisième et ainsi de suite jusqu’à 
ce que l’on tombe sur la première; ces lettres constituent 
une substitution circulaire ou un cycle. Si l’on opère de la 
même facon sur les autres lettres, on obtient de nouveaux 
cycles. Une substitution ou un cycle qui opère sur deux 
lettres est ce que l’on appelle une transposition; elle re- 
vient à l'échange de ces lettres; un cycle composé d’une 
seule lettre peut être négligé. 

La substitution 


s — RÉN ee 
OC DCE) r DR TErr er 


peut se décomposer ainsi 
Du to) INDE er LRe) (COLE) EE), 


où le dernier cycle formé d’une seule lettre peut être laissé 
de côté. Il est évident que l’ordre dans lequel on écrit les 
cycles est indifférent. 


145. L'ordre d’une substitution est égal au plus petit mul- 
tiple des ordres de ses cycles. 


Soit, en effet, 
ah CoC1C2... 
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une substitution décomposée en ses facteurs circulaires, et 


soit 
SE 


comme les cycles sont relatifs à des lettres différentes, on a 


Fee DT me SRE 
CT Gisele AE 


La plus petite valeur que puisse prendre x est, d’après cela, 
le plus petit des nombres satisfaisant à la fois aux égalités 
précédentes. 

Si tous les cycles de S sont de même ordre, cet ordre sera 
aussi celui de S, et une pareille substitution est dite régu- 
lière; il ne faut pas oublier que les cycles considérés doivent 
tous contenir des lettres différentes. 

(ab)(cd) est une substitution régulière du second ordre, 
mais (ab)(bc)—(abc) est une substitution circulaire du 
troisième ordre. 


146. Si S'est une substitution circulaire d’ordre B, S? sera 
une substitution régulière composée de f cycles, f désignant 
le plus grand commun diviseur de « et 6. Si « et 5 sont pre- 
miers entre eux, 5% sera elle-même circulaire. 


Soit 
S— (a; a2 ... aB); 


S remplace a, par a,+:1, S? remplace a, par a,.», …, S* rem- 
F P+1» y. pe 

place a, par a,:43 Si l’on effectue la substitution S*, on ob- 

tiendra d’abord un cycle 


(4h Ap+o Ap+2a +..), 


ou un indice. tel que p + æa devra être remplacé par le reste 
de sa division par 5, s’il est plus grand que 6. Alors, pour re- 
tomber sur la lettre &,, il faut que 





p+ax=p+fy ou x— 


où æ désigne le nombre des lettres du cycle. Si « et B sont 
premiers entre eux y = «, æ — f, et la substitution S est cir- 
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CUITE ST) AD DJ OU IAILOEC NE F et le nombre des 


cycles est 


Exemple : 


S2 = (ace) (bdf), 
Si — (ad) (be) (ef), 
St — (aec) (bfd), 
S5 — (afedcb), 


SET 


147. Toute substitution régulière est une puissance d’une 
© 
substitution circulaire. 


Soit la substitution régulière 
S — (4 b, Ci nie 81) (a230202 ae Lo) PORTE (crb men . LS): 
Si l’on pose 


CG —= (Gi @. . Ln0p Us . Om .. - 5182 . On) 


on à évidemment 
S — C2, 


148. Toute substitution peut être décomposée en facteurs 
primitifs, c’est-à-dire en facteurs dont l’ordre est un nombre 
premier ou une puissance d’un nombre premier. 

Supposons S d'ordre x et 


HET 


a et 5 désignant des nombres premiers entre eux. On peut 
toujours trouver des entiers x, y tels que 


ax + byr=tr. 
Alors 
S — Sax SByr, 
OP#ONEA 
(Sar)B—1, (Br, 
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de sorte que les facteurs S%, Sr sont d'ordre B et « respec- 
tivement; on peut ainsi poursuivre la décomposition en fac- 
teurs jusqu’à ce que l’on n'ait plus que des facteurs d’un 
ordre égal à un nombre premier, ou à une puissance d’un 
nombre premier. | 


Exemple : 
S — (abcdef) 


estittonres 3 0: 0n alone 


DEN 0 
où 
S3= (ad) (be) (ef), 
Si = (aec)(bfd). 


Substitutions semblables et échangeables. 


159. Deux substitutions sont semblables, quand elles sont 
composées d’un même nombre de cycles composés d’un même 
nombre de lettres. Deux substitutions S et T sont échan- 


geables quand on à 
DLETS. 


La substitution 
ASA-—1 


est dite la transformée de S par A. 


150. Une substitution est semblable à ses transformées. 


Soit 
Caud.:) 
un des cycles de S et a;, b,, c;, ... les lettres par lesquelles 
A remplace a, b, c, ...3; quand on opère la substitution At, 


a, se trouve remplacé par a, qui se trouve remplacé par b 
par la substitution S, qui se trouve lui-même remplacé par b, 
par la substitution A. La substitution ASA-T remplace donc 
ai par 1, b, par c,, ..., de sorte qu’au cycle (abc...) corres- 
pond, dans la transformée, le cycle (a, b,c,...); donc : 
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La transformée de S par À peut s’obtenir en effectuant 
sur les lettres des cycles de S la substitution A. 


Exemple : 
S Æ(HUCU À — (ac)(bd)), ASA=1— (cdab). 

Si | 
S — (abc)(de), 
T=(Zca) (be), 

on à 
TMS ASE 

où 
À — (adbc). 


Ainsi quand S et T sont semblables, on peut toujours trouver 
une substitution À qui transforme S en T. Cette substitution 


est celle qui remplace chaque lettre de S par celle qui occupe 
la même place dans T. 


151. Les deux produits de deux substitutions sont sem- 
blables. ST et TS sont semblables, car 
ST SHIS)Sn. 
152. La transformée d’un produit est égale au produit des 
transformées de ses facteurs. Ainsi 
A(ST)A-1= ASA-1ATA-1. 


153. Si deux substitutions sont échangeables, leurs trans- 
formées le sont. 


En effet, si 
ST— TS. 


ASATIATAT1=— ATA-TASA=1, 
154. Si les substitutions $S et T sont échangeables, on à 
ST=TS jou S=TST 1, 


et S est égale à sa transformée par T. 
Pour effectuer la transformation de S par T, il faut (150) 
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effectuer la substitution T dans les cycles de S; alors deux 
Cas pourront se présenter : ou bien T ne modifiera pas les 
cycles de S, ou bien elle se bornera à les échanger entre eux. 
Le premier cas se présentera si les lettres d'un cycle de S 
n’entrent pas dans T ou si une puissance d’un cycle est un 
facteur de T, ce qui fera que le cycle transformé commence 
par une autre lettre sans que l’ordre des lettres soit altéré. En 
dehors de ces facteurs, T ne peut contenir que des facteurs 
qui peuvent échanger des cycles de S; cherchons un pareil 
facteur Q. 

Si l’on applique ce facteur au cycle C,, celui-ci se change 
en un autre C qui doit aussi entrer dans 5, C, se change en 
C;, -.., Cy se change en C,; d'ailleurs C; gagné par la trans- 
formation peut commencer avec une autre lettre que dans S; 
on à, par exemple, 


et C, devient 


Le facteur P de S 
P — DAS . -Cy 


est une substitution régulière et, si p —o, le facteur Q de T 


OÆ(abi /t) (ais. le C0 NA) :) 


est régulier. Q est encore régulier si p n’est pas nul, mais le 
nombre des lettres dans chaque cycle sera un multiple de y; 
le premier cycle, quand on prend les indices suivant le mo- 
dule #, devient 


(Haba Fr 0 foie), 
dans lequel on parvient à un terme 
Œqp+1; 
qui est identique à &,; alors on doit avoir 


qe = li, 
D. | 10 
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ou, en appelant à le plus grand commun diviseur de b et de x, 
et en posant ap; = p, al, — 1, 


qei= hu; 
donc 
Ji 
Q est donc un produit de « facteurs circulaires composés 
chacun de z, lettres, et l’on a 


PP — (a @i+p@1+00. ..) (O1 bi+p0i+2p. ee 

QU (aiairpairape .) (0 bi+p0i+20. -)25, 
d'où 

Per = Qb, 

les membres étant différents de l’unité, car P est d'ordre t'et 
p<i. S et T seront donc échangeables, seulement si leurs 
lettres communes constituent des substitutions régulières 
satisfaisant à la condition précédente. L’équation PP— Qt 
est une condition nécessaire, mais non suffisante pour que S 
et T soient échangeables. 


155. Il existe toujours des substitutions T satisfaisant à 
l'équation 


(1) Sn — TST-1, 
lorsque m est premier avec l’ordre de S. 


m doit être premier avec l’ordre de chacun des cycles des. 
S’ est alors semblable à S, car chaque cycle, élevé à la puis- 
sance 72, donne un nouveau cycle composé des mêmes 
lettres. Alors (150) il y aura des substitutions T. Soit T, l’une 
d'elles, (1) pourra s’écrire 


TSTLEETETS 


OU 
STAT—TATS. 


S et T,'T sont alors échangeables. Soit UÜ une substitution 
quelconque échangeable avec S, et soit 


TT 
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d’où 
LT UE 


Cette substitution satisfait à (1), car 
T US(T;U)-! nl: ST;! —= S'n : 


on voit donc que l’on oblient toutes les solutions de (1) en 
multipliant une solution particulière par les substitutions 
échangeables avec S. 


Exemple : 


S — (abc) (def); S2= (acb)(dfe); 
TS ET (Pci(ef). 


Substitutions positives et négatives. 


156. Une substitution quelconque peut étre décomposée en 
un produit de transpositions. 

En effet, on peut, au moyen d’ure transposition, amener une 
lettre à la place qu’elle doit occuper définitivement; et l’on 
peut alors remplacer la substitution par une autre dans la- 
quelle n'apparaît plus cette lettre; la nouvelle substitution 
pourra être traitée comme la première, et ainsi de suite. On 
a ainsi, par exemple, 


(abcd) = (bd)(bc) (ad). 


157. St le produit d’un certain nombre de transposttions 
“est égal à 1, le nombre de ces transpostitions est pair. 


Soient «a, b, c, d, ... les lettres sur lesquelles on opère; 
considérons le produit 


(a—b)(a—c)(a—d)...(b—c)(b—d)...: 


il change de signe par une transposition quelconque. Soient 
p, g, r des trois lettres, dans le produit entreront les facteurs 
+(p—r)et t(g—7r), dont le produit ne change pas par la 
transposition (pq). Les facteurs du produit considéré chan- 
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sent donc de signe par couples ; abstraction faite de p — qg, qui 
se change en g —p, le produit tout entier change donc de 
signe par la transposition (pq). Si donc le produit des trans- 
positions employées est égal à 1, il faut que le produit des 
différences considérées ait changé de signe un nombre pair 
de fois, c’est-à-dire que le nombre des transpositions en 
question soit pair. 


Quelle que soit la manière dont une substitution a été dé- 
composée en un produit de transpositions, le nombre de ces 
transposilions est toujours de même parité. 


En effet, supposons qu’un produit de #2 transpositions soil 
égal à un produit de À transpositions. Si l’on multiplie ces 
deux produits successivement par les 2 transpositions, on 
obtiendra un produit de m + n transpositions égal à 1; donc 
m + n est pair et, par suite, zx et nr sont de même parité. 

On est donc conduit à considérer deux classes de substitu- 
tions : les unes sont un produit d’un nombre pair de transpo- 
sitions; les autres sont un produit d’un nombre impair de 
transpositions; les premières sont dites posttives, les autres 
sont dites négatives, parce qu’elles ne changent pas ou chan- 
gent le signe du produit de différences. On voit facilement 
qu’une substitution circulaire est positive quand elle opère 
sur un nombre impair de lettres, et qu’elle est négative quand 
elle opère sur un nombre pair de lettres. Si une substitution 
est décomposable en p cycles de n,, n:, ..., n, lettres res- 
pectivement, son signe sera celui de 


(— LR ERER Le 


de sorte que la différence entre le nombre des lettres et celui 
des cycles sera pair ou impair, suivant que la substitution 
sera positive ou négative. 


- _ —mOçu———-- 
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AE 
Qt 


CHAPITRE IL 
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Théorème de Lagrange. 


158. On dit que des substitutions forment un groupe ou 
un système conjugué, lorsque le produit de deux quelconques 
de ces substitutions fait partie de leur système. Les puis- 
sances d’une même substitution, par exemple, forment un 
groupe. Les substitutions en nombre x! que l’on peut for- 
mer avec z lettres forment également un groupe (le groupe 
général). Pour exprimer que le groupe G est formé des sub- 
= ULEURIDNE I 0102 cn .. OntéCriIt 


Ge (t; 1: So, : A: 


Le nombre des substitutions d’un groupe est l’ordre de ce 
eroupe, le nombre des lettres sur lesquelles il opère est son 
degré; l’ordre du groupe formé des puissances de S est égal 
à l’ordre de S. 


159. St un groupe FT d'ordre y est contenu dans un groupe 
G d’ordre m, p est un diviseur de m (Théorème de La- 
grange). 

Supposons le premier groupe F formé des substitutions 

E Si, So; Gr Su—1 


soit T, une autre substitution de G, ce groupe G contiendra 
les substitutions 


T:, S1 T1, So T1, tEnes Su1 T1; 
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si G contient encore d’autres substitutions, soit T, l’une 
d’elles, il contiendra 


Le CT S2T>, ss. Su—1 T; 
et ainsi de suite. On obtient ainsi les substitutions de G or- 
données en des séries contenant chacune 2 substitutions et 
le théorème sera démontré, si l’on constate que toutes ces 


substitutions sont différentes. S’il n’en était pas ainsi, on 


aurait 
SaTg = So T8, 


pour certaines valeurs de «, B, «, B,. Soit 6 >6,, on aurait 
TB = Sy Sa, TB, 
ce qui est impossible; en effet, le second membre fait partie 
des substitutions 
TS TR PR ul 
et Ts ne fait précisément pas partie de ces substitutions. 


On verrait de même que les substitutions du groupe G 
peuvent être ordonnées en séries de la forme 


TT SRI EN 

Du théorème que nous venons de démontrer on tire les 
conséquences suivantes qui sont très importantes : 

L'ordre dun groupe de degré n est un diviseur de n! 

Car ce groupe est contenu ‘dans le groupe général. 


L'ordre d’un groupe est divisible par l’ordre d’une quel- 
conque de ses substitutions. 


Car il contient le groupe formé des puissances d’une quel- 
conque de ses substitutions. 


Un groupe dont l’ordre est un nombre premier p ne con- 
lient que des substitutions régulières d'ordre p (excepté la 
substitution 1). Si son degré est p, le groupe se compose des 
P puissances d’une substitution circulaire d’ordre p. 
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On voit aussi que 

Les substitutions communes à deux groupes forment un 
£gr'oupe. 

Car le produit de deux de ces substitutions appartient aux 
deux groupes. 


ri . . , AS . L 
Les substilutions d’un groupe qui ne déplacent pas des 
lettres données forment un groupe. 


Car si certaines lettres ne sont pas déplacées par deux sub- 
stitutions elles ne le sont pas non plus par leur produit. 


Toutes les substitutions d’un groupe qui sont échangeables 
avec une substitution donnée forment un groupe. 


Substitutions permutables avec un groupe. 


160. Les transformées des substitutions 
L, Mt On oc.) Dm 


d’un groupe G par une substitution quelconque T forment 
elles-mêmes un groupe. 

En effet, 

TS, T-1TS: T1 — T(S1S2)T—1. 

Les substitutions des deux groupes sont semblables deux à 
deux, et dans ce cas on dit que les deux groupes eux-mêmes 
sont semblables. 

Lorsque le groupe transformé coïncide avec le groupe pri- 
mitif on dit que la substitution T est permutable avec le 
groupe G. Dans ce cas, on a, pour chaque valeur de «, une 
valeur de 6 telle que 

TS = S8T. 

Toutes les substitutions d’un groupe G, qui sont permu- 

tables avec un groupe H forment un groupe. 


En effet, si U et T sont permutables avec H — (x, S:, S2, .….) 


on à 
UTSa (UT) 1 = UTS,T- U-1— USg Ur! — S;, 


de sorte que UT est aussi permutable avec H. 
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161. Un groupe est sëmple, quand il ne contient aucun 
groupe avec lequel toutes ses substitutions sont permuta- 
bles, dans le cas contraire il est composé. 

Soit G un groupe composé qui contient le groupe H avec 
lequel toutes ses substitutions sont permutables; soient 


1, Du: 2 cie Sm-1 


les substitutions de H, soit T une substitution de G qui ne 
soit pas contenue dans H; H peut contenir des puissances de 
T, soit T+ la puissance la moins élevée de T contenue dans H, 
les substitutions de la forme 


TÉS, 


sont contenues dans G et sont différentes pour 6 <a; pour 
B— «x, on obtient les substitutions de I, et pour 6>«, on 
obtient périodiquement les mêmes substitutions que tout à 
l'heure, et les substitutions de H quand B est un multiple de 
«. L'ordre de T doit donc être un multiple de &. 

Les œm substitutions que nous venons d'obtenir forment 
un groupe H,; en effet, on voit que le produit de deux quel- 
conques d’entre elles appartient à la suite de ces «am substi- 
tutions, car pour une certaine valeur de Aona 


TPSFESTE, 


Sur la formation de quelques groupes. 


162. Les substitutions qui transforment T en une de ses 
puissances forment un groupe. 


En effet, si « et 6 sont premiers avec l’ordre p de T et si 
l'on à 
MTM-i—Ta, NTN-1— TP, 
on à aussi 
(MN)T(MN)-1 = MNT... .M-1 — MTBM-1 = MTM-1MTM-1N-1= Te; 


de sorte que MN fait partie des substitutions considérées si 
MetNen font partie. 


On peut voir que l’on obtient encore un groupe, si, parmi 
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les substitutions du groupe considéré, on ne prend que 
celles dans lesquelles Les exposants de T satisfont à une cer- 
taine condition si cette condition est telle que af y satisfait 
quand & et 5 y satisfont, «5 étant pris suivant le module y ; 
cela à lieu non seulement quand & et 5 sont premiers avec p, 
mais encore quand, & et 8 étant premiers avec p, ils satisfont 
à la congruence 

a = km (mod 1), 
où O0 et Æ sont des nombres donnés, le second premier avec y, 
m étant quelconque. 

En effet, si l’on a 
a — kr ; 80 = RER 

on à 

(28 )0 = femitm, 


Considérons, par exemple, une substitution circulaire T de 
u lettres, prenons pour & et 5 tous les nombres premiers 
avec u; le nombre de ces entiers est o (x); considérons les 
o(x) puissances de T dont l’exposant est premier à p, et 
inférieur à u, chacune d’elles peut être formée par transfor- 
mation de T, et fournir u substitutions, car chaque lettre de 
la puissance de T peut être placée la première. On obtient 
ainsi un groupe de o(u) substitutions, et si x est un nombre 
premier p l’ordre de ce groupe sera p(p—1). On pourrait 
aussi se borner à considérer les substitutions que l’on obtient 
quand on écrit T et ses puissances de manière qu'elles 
commencent avec la même lettre; cette lettre ne figure pas 
alors dans les substitutions cherchées, et celles-ci sont alors 
des substitutions de x —1 lettres et forment un groupe 
d'ordre o(p). 


E’xemplent: 
More en), Credit 
La transformation se fait par 


D unes 


qui avec 1 forme un groupe du second ordre. 
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Si l’on écrit T° de toutes les manières possibles, on obtient 
un groupe du douzième ordre qui contient le précédent. 


Exemple IT : 
Tab: cure), 


T2= (ace b dj; 
T5= (a d be c), 
Ti (riendicub ); 


Si a conserve sa place dans la transformation, on obtient 
le groupe du quatrième ordre 


1, (bice d) (Eden 


On à vu que si p désignait un nombre premier p on obte- 
nait un groupe de p —1 lettres d’ordre p — 1; ce groupe se 
compose des puissances d’une substitution circulaire d’ordre 
P —1, S'il entre une pareille substitution dans le groupe. On 
peut poser 


it (&o, Ai A ... Ap—1 ) Le (& Ar Air .: SA 


et on obtient la transformante 


Œo Ar Apr ... 
u=( }= Cu Cr el 
po Ay A2 . …. 


qui est circulaire si 7 est racine primitive de p, ce qu’on peut 
supposer, puisque tout nombre premier a des racines primi- 
tives ; le groupe cherché est alors 


TA te PRE SE 
Si l’on veut former le groupe d'ordre p(p — 1), on écrira 


T'en le faisant commencer par chacune de ses lettres ; les 
transformantes ont alors la forme 


T2 Ur, 


car on obtient par une transformation par U# la puissance 
demandée de T commençant par a,, et avec une transforma- 
tion par T# on amènera une autre lettre à la première place. 
Par exemple, 


Tab die Ts = rec ed 
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et l’on obtient la transformante 


{bec ? > C 
( le Ole Le) 


abcde adbec a b'cd'e 


\ 


on obtient ainsi le groupe cherché, en multipliant les puis- 
sances de Ü à gauche par les puissances de T. 

Si l’on multiplie à droite on obtient les mêmes substitu- 
tions, mais dans un ordre différent. 


Le groupe alternée. 


163. Parmi les N — n! substitutions que l’on peut former 
avec n lettres, celles qui sont positives forment un groupe 


N 
PITRÈTE . ; > : , » 
d'ordre ; ©t il n'y a pas d'autre groupe de cet ordre. 


Lorsqu'un groupe contient une substitution négative, il 
doit contenir autant de substitutions négatives que de substi- 
tutions positives. Si l’on multiplie toutes les substitutions de 
ce groupe par une de ses substitutions négatives on retrouve 
le groupe; comme cette multiplication change les substitu- 
tions négatives en substitutions positives et vice versa, il faut 
qu'il y en ait autant des unes que des autres; comme, d’ail- 
leurs, les substitutions positives forment un groupe, il faut que 


. . . ,e , N 
toutes ces substitutions positives forment un groupe d'ordre A 


Ce groupe porte le nom de groupe alterné. s 
Considérons maintenant un groupe d’ordre re formé des 


substitutions 1, S1, S,, ...; soit T une substitution quelconque 
: ; : N ne 
qui ne fait pas partie du groupe, les — substitutions ST sont 


différentes entre elles et différentes de 1, S,, S,, ..., les sub- 
stitutions S et ST sont alors en nombre N et contiennent 
toutes les substitutions possibles : les substitutions S doivent 
donc renfermer et se confondre avec les substitutions T?$ et 
de même avec les substitutions T*S, T5S, .... 

Alors T doit être d’ordre pair, sans quoi TS devrait se trou- 
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ver dans le groupe considéré. Ce groupe devra alors contenir 
toutes les substitutions circulaires du troisième ordre et par 
suite le groupe alterné car on a 


(&i &2) (&243) — (&i@2@3), (4; &@2) (a3ai) = (@ A3) (@2 az@), 


ce qui montre que toute substitution positive peut être mise 
sous la forme d’un produit de substitutions circulaires du 
troisième ordre. 

Une fonction qui, sans être symétrique, n’est pas altérée 
par les substitutions du groupe alterné est dite alternée. Une 
pareille fonction n'a que deux valeurs, toute substitution 
ayant la forme S ou ST, S appartenant au groupe alterné et 
T désignant une substitution négative quelconque; puisque 
la fonction n’est pas altérée par les substitutions S, elle ne 
peut posséder qu’une valeur distincte d’une valeur donnée, 
valeur que lui fait acquérir la substitution T. Pour x = 3 


= (Li — La) (Ma — 23) (X3— 1) 
est une fonction alternée qui prend les valeurs y et — y. 
164. Un groupe qui contient toutes les substitutions cireu- 


laires du troisième ordre est ou le groupe alterné ou le groupe 
général, 


Car on a vu qu’un pareil groupe contenait toutes les sub- 
stitutions positives. 


Un groupe qui contient toutes les substitutions circulaires 
d’ordre p est le groupe alterné ou le groupe général. 


Car on a 
(di @42@3) = (dy 434, 4205... ap) (ApAp-1 4542414435), 


en sorte que le groupe contient toutes les substitutions cir- 
culaires du troisième ordre. 
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Groupes que l’on peut former par la multiplication des substitu- 
tions d'autres groupes. 


165. Quand deux groupes 


I, Si, Sa, ….. DAT 
Es RCE ET Ta 
sont tels que 
Sa Ts = Th, Se, 


pour toutes les valeurs de « et 6 et pour des valeurs conve- 
nables de 5, et «,, on dit que ces groupes sont échangeables. 

Si l’on multiplie toutes les substitutions S d’un même côté 
par toutes les substitutions T, on obtient un nouveau groupe 
d'ordre mn, si les groupes considérés n’ont d'autre substi- 
tution commune que l’unité. 

En effet, toutes les substitutions obtenues ainsi sont diffé- 
rentes, car, si l’on pouvait avoir 


SaT6 Se Sa, T8, 
on en conclurait 
il — xl 
S x: Se —= Ts, Ts ; 
et les groupes auraient en commun une substitution qui, 
évidemment, est différente de l’unité. D'ailleurs 


Sa T8 Sa, T8, 


par un échange de facteurs et d'indices convenables, peut 
être ramenée à la forme 
Sy T5, 
ce qui montre que nos z2n substitutions forment un groupe. 
Des théorèmes analogues peuvent être énoncés pour un 
srand nombre de groupes. | 


Théorème de Cauchy. 


166. Si p est un nombre premier, il existe un groupe de k 
lettres dont l’ordre est la plus haute puissance de p qui 
divise k! 
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Si £ < p, le groupe 1 d'ordre p° est le groupe dont il est 
question dans l’énoncé. Pour démontrer le théorème il suffit 
de montrer que s’il a lieu pour tous les nombres inférieurs 
à p? il a encore lieu pour tous les nombres inférieurs à p*+t. 

Tout nombre inférieur à p**1 peut être mis sous la forme 
pq +r où qg <p* et r <p; nous admettrons qu'avec les g 
lettres a, b, ce, ... on peut former un groupe d'ordre pl où pl 
est la plus haute puissance de p qui entre dans g! 

Au moyen de chaque substitution (abc ...), (de...), ... 
de ce‘groupe nous pouvons en former une autre 


(ar 01 C1. .)(@2 0202 .. 0h . (PDO 2) 
De (diet) (late D OUTRE 


en remplaçant chaque cycle par un produit de p cycles com- 
posés des mêmes lettres affectées d'indices différents. Les 
substitutions ainsi obtenues forment un groupe de degré pq 
et d'ordre pP ; soit 

TErC Ce 
ce groupe; ses substitutions échangent les lettres sans tou- 
cher aux indices. Désignons les substitutions circulaires 


(PU PRO; Ps (bi be. Dm) 


par 
Sas SE; 


respectivement. Ces substitutions échangent les indices sans 
modifier les lettres. Le groupe cherché est composé de sub- 
stitutions de la forme 


Ex 
SL Fe Pres Cu, 


et leur nombre est p2p$. Nous allons montrer que toutes ces 
substitutions sont distinctes et qu’elles forment un groupe; 
on à, en effet, si C, remplace b par a, 


St Cu = CS}; 


car les deux substitutions que l’on vient d’égaler remplacent 
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bx par a;,,3; on peut donc échanger des facteurs $ et C dans 
un produit SC pourvu que l’on modifie convenablement l’in- 
dice de S. Si l’on pouvait alors avoir 


SYS5 .… Cu = SES... Cy, 


il faudrait qu’une substitution C qui n’échange que des lettres 
pût s'exprimer à l’aide d’un produit de substitutions S qui 
n'échangent que des indices. Cela étant impossible, les p7+8 
substitutions considérées sont toutes distinctes; elles for- 
ment un groupe, car le produit de deux d’entre elles peut 
être ramené à la même forme en faisant reculer leur fac- 
teur C; ce produit appartient donc à l’ensemble des p7+$ sub- 
stitutions. 

Il reste à trouver la puissance la plus élevée de p contenue 
dans (pg +r)!; si l’on met à part les facteurs non divisibles 
par p on trouve p7q! et pp étant la plus haute puissance con- 
tenue dans g!, p°+2 est la plus haute puissance de p contenue 
dans (pq + r)!. Il est donc prouvé que l’on peut trouver un 
groupe d'ordre pf+2 où pP+3 est la plus haute puissance de p 
contenue dans Æ!, où Æ est le nombre des lettres. 


167. Si le groupe G d'ordre g contient les groupes H, K 
d'ordres h, ket si H ne contient pas de substitutions (autre 
que 1) semblables à celles de K, on a g — multiple de hk. 


En effet, appelons S les substitutions de H, T celles de K 
et U celles de G, il existe 24 substitutions de G de la forme 


Sa Ui T8, 
toutes différentes, car si l’on avait 


SxUi Tg — Sa, U: Tg,, 
on en déduirait 
UT8Tg! Uri = S5tSe, 


ce qui est absurde, puisque T,Tg! et S;'S,, ne peuvent être 
toutes deux égales à 1 et ne sont pas semblables. 
Soit alors U, une substitution non comprise parmi les A4 
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substitutions considérées; G contiendra encore Ak substitu- 
tions distinctes de la forme 


Sa UT, 
distinctes des précédentes; car, si l’on avait 
SU: Tg — Sa, UT8 , 


U, se trouverait parmi les substitutions déjà considérées. Si 
l’on continue de cette manière, on épuise toutes les substitu- 
tions de ( à savoir 2k substitutions dans chaque série, et il 
faut que AK divise g. 


. Tou L è pist ar ur 
168. Tout groupe G dont l’ordre est divisible par un 
nombre premier p contient une substitution d'ordre p. 


Supposons que le groupe G soit formé avec X lettres et que 
son ordre soit égal à £, ce groupe et le groupe F considéré 
S 166, supposé d'ordre pl, sont contenus dans le groupe géné- 
ral d'ordre £!. Si G ne contenait pas de substitution d'ordre p, 
il ne contiendrait pas de substitution semblable à celles de T'; 
car F ne contient que des substitutions dont l’ordre est une 
puissance de p (159), et il y a toujours des puissances des 
substitutions semblables à celles-ci dont l’ordre est p; Æ! de- 
vrait donc être divisible par gp$ (167), ce qui est impossible 
si g est divisible par le facteur premier p, puisque pl est la 
puissance la plus élevée de p contenue dans Æ!. G doit donc 
contenir au moins une substitution d’ordre p. 


Groupes transitifs et intransitifs. 


169. Un groupe est dit éransttif, si au moyen de ses sub- 
stitutions on peut amener une quelconque des lettres à la 
place occupée par chacune des autres; il est értransitif dans 
le cas contraire. 

Quand un groupe est intransitif, une lettre a; peut rem- 
placer a, 43, ap Mais non 01026 10/al0rs tune 
lettre & ne peut remplacer une lettre b; sans quoi, en combi- 
nant deux substitutions du groupe a, on pourrait faire occu- 
per à à, la place d’une lettre à. 
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Ainsi, dans un groupe intransitif, on pourra distribuer les 
lettres en deux ou plusieurs systèmes tels que dans un même 
système les lettres ne puissent que s’échanger entre elles, et 
non avec celles des autres systèmes; toute substitution du 
croupe se décomposera en cycles qui ne contiennent que des 
lettres d’un même système. 

Naturellement, il faut dire quelles sont les lettres en ques- 
tion. Ainsi le groupe général de nr — 1 lettres est transitif si 
l’on n’a à considérer que les z — 1 lettres de ce groupe; il 
devient intransitif par rapport à un système contenant, outre 
ces z — 1 lettres, d’autres lettres que le groupe considéré ne 
déplace pas. 


Un groupe est m fois transitif s’il est possible de faire pas- 
ser, au moyen de ses substitutions, à la fois m lettres données 
à la place de m autres lettres arbitraires distinctes ou non 
des premières. 


On voit facilement que, si l’on peut remplacer rm lettres 
quelconques par 72 lettres données, on peut également rem- 
placer m lettres quelconques par 7» lettres quelconques. 

Le groupe général de rx lettres est » —1 fois transitif, le 
oroupe alterné x — 2 fois. Si un groupe de » lettres contient 
une substitution circulaire de À lettres, il est au moins une 
fois transitif; s’il contient en outre une substitution circulaire 
de n — 1 lettres, il est deux fois transitif, etc. 


176. St l’on considère des lettres déterminées a, b, c, ... 
d’un groupe G (transitif ou intransitif) et si le groupe M 
qui ne déplace pas ces lettres est d'ordre k, G est d'ordre Kp, 
p désignant le nombre des systèmes de places que prendront 
a, b,c, ... par les substitutions de G. 


Soient, en effet, 
I, E TL, CHEN Tax 


les substitutions de H, et R une des autres substitutions; les 


substitutions 
RONIER I R SP TR 


ri 


P. 19 
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transportent toutes les lettres a,b,c, ... aux mêmes places, et 
cette propriété n’appartient qu'à ces substitutions, car, si une 
autre substitution R, possédait cette propriété, R,R=! lais- 
serait les lettres invariables et appartiendrait au groupe des 
substitutions T. R, se trouverait alors donc dans la suite TR. 
Les substitutions de G peuvent donc se partager en p séries 
de Æ substitutions. 

St Gest m fois transitif, si l'on considère #2 lettres a, b, 
c, ..., le nombre total des lettres étant x, on aura 


p=n(n—1:).. (2—m #1), 


d’où l’on voit que l’ordre d’un groupe m fois transitif de n 
lettres est divisible par n(n—1)...(n—m+i). 

Si G est intransitif et si l’on considère « lettres, échan- 
geables entre elles, les substitutions qui n’échangent pas ces 
« lettres forment un groupe; soit Æ son ordre; le nombre des 
systèmes de places auxquelles on peut amener ces lettres est 
un diviseur de «!; l’ordre de G est donc un diviseur de Æ2!; 
si l’on raisonne de la même façon sur les 2 — à lettres res- 
tantes et ainsi de suite, on voit que l’ordre de G est un divi- 
seur deal y MES LOU 6, RSA OEM AT Tao 


a+B+y...—="n 


et désignent le nombre de lettres des systèmes dont les 
lettres peuvent être échangées. 


171. St un groupe est m fois transitif, et s’il contient une 
substitution qui ne déplace pas plus de m lettres, il est le 
groupe général ou le groupe alterné. 


Soit S une substitution qui déplace au plus »2 lettres; soit 
S, une substitution quelconque semblable à S; le groupe doit 
contenir une substitution qui change les lettres de S dans les 
lettres correspondantes de S, (169); si l’on transforme $S par 
cette substitution, on obtient S,; cette substitution entrera 
donc aussi dans le groupe. Soit 


(GG... 4h) 
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un cycle de S. Pour $, on peut prendre une substitution con- 


tenant le cycle 
(app: CU} A2 434), 


les autres cycles de S et S, étant les mêmes, à l’ordre des 
lettres près qui sera renversé. G renferme aussi la substitu- 
tion 
S19 = (&a3@2), 

et par suite toutes les substitutions circulaires du troisième 
ordre ; & contient donc le groupe alterné (16%). 

Cette démonstration suppose que S contient un cycle de 
trois lettres au moins. Dans le cas contraire on peut prendre 
pour les deux cycles de S ets, 


(&1@2) et (das), 
a; étant une lettre qui n’entre pas dans S; alors 
SS: —= (a 4243). 


172. Quand un groupe m fois transitif contient une sub- 
stitution qui ne déplace pas plus de 2m — A lettres, il est le 
groupe alterné ou le groupe général. 

Soit, en effet, 

SE ET DUC HORS (TARA 
une des substitutions qui déplace g lettres, et supposons 
m << q<<2m — 3. Le groupe contient une substitution T qui 
ne déplace pas nm — 1 de ces lettres a, b, c, ..., d,e, et qui 
remplace les autres par &, 6, y, ..., dont l’une au moins, «, 
qui remplace f, n'existe pas parmi les g lettres considérées. 
Le groupe contient alors la substitution 


LRNTS DER GPU Te TOR PROG TAN 


et la substitution S-!U, qui ne contient que les lettres e, «, B, 
fs &, -.., et qui ne peut être r, puisqu'elle déplace au moins 
a; le nombre de ses lettres est au plus 


(JL) EL = 22m ES <19; 


de cette manière, à l’aide de la substitution donnée, on peut 


> 
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en trouver une autre déplaçant moins de lettres et, en conti- 
nuant ainsi, On finit par en trouver une qui déplace au plus 
m lettres, ce qui démontre le théorème. 

Le nombre minimum des lettres déplacées par une substi- 
tution d’un groupe est ce que l’on appelle la classe du groupe. 


173. L'ordre d’un groupe de n lettres, m fois transitif, qui 
ne contient pas le groupe alterné, est un diviseur de 


ñn | 
re. 
a! 


a désignant le plus grand des nombres m et 2m — 14. 


En effet, si l’on forme le groupe général de « lettres, il ne 
contient pas de substitution semblable à une substitution du 
groupe donné déplaçant plus de « lettres; si l’ordre du groupe 
donné est g, ga! sera un diviseur de n! (167). 


174. Un groupe de degré n, qui ne contient pas le groupe 
alterné, ne peut pas être plus de q fois transitif, q désignant 
Le plus petit des nombres 





Si le groupe est g fois transitif, son ordre (170) est un mul- 
üple de 


n(n—1)...(nr—q +1); 


! 
ce nombre doit (173) être un diviseur de — », ou(rz—gj)ldoit 


être divisible par &!; on doit donc avoir 
n—q2a, q=n— a, 
où « est le plus grand des nombres g, 2q — 4; il en résulte 


EC HEUE 
PE S 1 3 


IA 





M. Jordan a fait voir qu’un groupe de degré p + « ne peut 
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être plus de « fois transitif, si p est premier et si « > 2 (Bul- 
letin de la Soc. math. de France, t. 1). 


175. St un groupe G, n fois transitif, contient un groupe H, 
permutable avec toutes les substitutions de G, H est au moins 
n — 1 fois transttif.(Ce théorème est soumis à une exception.) 


Le théorème est vrai pour z = 2, car, si l’on désigne par 
S—(ab...)(...)... une substitution de H,,G contiendra 
une substitution T qui remplace a, b par deux lettres arbi- 
traires. H contiendra alors TST—!', qui remplace une lettre 
arbitraire par une lettre arbitraire. 

A l’aide de G et de H, formons deux nouveaux groupes G:;, 
H,, en laissant de côté les substitutions qui contiennent une 
lettre déterminée, «a par exemple; H, est contenu dans G:;, il 
est permutable avec toutes les substitutions de G,. Comme G 
est À fois transitif, G, l’est 7» — 1 fois. 

I est une fois de plus transitif que H,, car, au moyen des 
substitutions qui ont été écartées, on peut placer a où l’on 
veut; le théorème énoncé a donc lieu pour G et H; s’il à lieu 
pour G; et H,, et comme il a été démontré pour le cas où 
n — 2, il est général, pourvu toutefois que l’un des groupes H, 
ne se compose pas de la seule substitution identique 1. 

Il y a donc lieu de considérer à part le cas où H;,—(1); 
dans ce cas, toutes les substitutions de H (à part la substitu- 
tion 1) contiennent toutes les lettres qui entrent dans G, sans 
quoi on pourrait prendre pour a une des lettres qui font dé- 
faut; une seule substitution de H peut remplacer «a par b. 
Soient, en effet, T et U deux substitutions différentes; rem- 
plaçant a par b, TU! est différent de r et ne peut contenir a; 
d’un autre côté, a s’échange avec toutes les autres lettres, le 
nombre des substitutions est alors égal à celui des lettres; il 
en résulte que H est une fois transitif (170). 

Si G est deux fois transitif, le théorème est vrai; on n’a 
donc à considérer que le seul cas nr > 2. Si H contenait une 


substitution 
STAR EN rt 
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il contiendrait une autre substitution remplaçant a par b 


STE TT EN De à 


car si G est plus de deux fois transitif, il existe une substitu- 
tion qui transforme $S en $,. On voit donc que les cycles de H 
ne contiennent que deux lettres, et l’on en conclut facilement 
que l’on ne peut avoir que n — 3. 

Puisque les substitutions de H sont du second ordre, l’ordre 
de H est une puissance de 2. Les substitutions de H sont échan- 
geables, car si S et T sont deux de ces substitutions, on a 


(ST) (ST) = 1, d'où STEUTS. 


Le groupe 
1, (ab)(cd), (ac)(bd), (ad)(bc), 


contenu dans le groupe général du quatrième ordre, est un 
exemple. | 


Sur les groupes transitifs qui contiennent d'autres groupes 
également transitifs. 


176. Soit G un groupe transitif de degré supérieur à p qui 
contient un groupe 72 fois transitif, À, permutant leslettres &;, 
d:, ..., 4). Les Substitutions de G, qui ne permutent que ces 
lettres, forment un groupe qui contient À et qui est au moins 
m fois transitif, nous supposerons que ce groupe soit À. 

Soient b,, b:, ... les autres lettres permutées par G; sup- 
posons que G contienne un groupe renfermant À et permu- 
tant les lettres a,, &, ..., a,, b,. Ce groupe doit contenir des 
substitutions qui remplacent D, par un « et, par suite, des 
substitutions remplaçant db, par un a quelconque. Une pareille 
substitution permet de mettre b, à une place quelconque; au 
moyen des substitutions À, on peut mettre »2 des lettres « à 
des places quelconques; le groupe est donc au moins m+1 
fois transilif. 

Ce groupe peut lui-même être contenu dans un autre groupe 
contenu dans G, lequel déplace les lettres a, @, ...,a,, b;, b: 
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et est au moins 72 + 2 fois transitif. En continuant ainsi, deux 
Cas pourront se présenter : 

1° Après avoir ajouté q lettres une à une, nous parvenons 
au groupe G au moins 77 + q fois transitif; 

2° Nous arrivons à un groupe que nous ne pouvons plus 
généraliser de cette manière, parce qu’il n'existe plus de sous- 
groupe contenant une lettre de plus; nous désignerons main- 
tenant par À ce groupe 2 fois transitif, permutant les p lettres 
Ai, @, ..., 4). G Contient au moins deux lettres b, et de telle 
sorte qu'aucune de ses substitutions ne contienne pas seule- 
ment une seule lettre b:; car s’il contenait une semblable 
substitution, il existerait un sous-groupe échangeant seule- 
ment les a et un b, ce qui est contraire à notre hypothèse. 

Considérons maintenant, parmi les substitutions qui échan- 
gent un a avec un b, sans changer tous les a avec des b, une 
substitution dans laquelle les b sont en nombre minimum ; 
soit T cette substitution, supposons qu’elle remplace a, par 
b,, &, ne remplaçant pas lui-même un b; nous supposerons 
qu’elle remplace un b par un autre b, qu’elle remplace, par 
exemple, 6, par b,; on aura 


é bs (241 ... ) 
T — : 
HORS PU DS. 

Dans le groupe À, il entre une substitution S qui échange 
a, en a,; Si on la transforme par”T, on obtient une substitution 
qui remplace à, par un a, dans laquelle à, n’entre pas et qui, 
en outre, ne contient pas d’autres à que ceux qui entrent 
dans T. La substitution inverse remplace un a par un bet ne 


contient pas b.. Or cela est contraire à notre hypothèse. On 
a donc le théorème suivant : 


Une substitution qui remplace un a par un b et qui con- 
tient le minimum de lettres b doit remplacer chaque a par 
un b, ou ne doit remplacer aucun b par un autre b. 


Dans le premier cas, le nombre des lettres b doit être au 
moins égal au nombre des lettres a. 
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Dans le second cas, on a 


rs bi 4e) 
es (4 CSC ; 


Nous supposerons maintenant À au moins deux fois tran- 
sitif. Si nous supposons que chaque a n’est pas remplacé 
par un b, a, par exemple sera remplacé par &,;, où r pourra 
être égal à s. À contient une substitution qui ne déplace pas 4, 
et qui remplace a, par @&,. Si on la transforme par T, on ob- 
tient une substitution qui ne contient pas D, et qui remplace 
a; par b,; or cela est impossible, T doit donc remplacer tout 
a par un à. Donc : 


Si À est deux fois transitif, une substitution T, qui rem- 
place un a par un b, doit remplacer chaque a par un b. 

Nous désignerons par b,, b,,..., b, les b qui, dans T, rem- 
placent les a; s’il y a plus de p lettres à, nous les désignerons 
par c. En transformant À par T, on obtient un groupe B des 
lettres b, m fois transitif. 

Il existe une substitution qui remplace à, par c,; elle rem- 
place, comme on l’a vu, tous les a par des b ou des c; si 
parmi les lettres substituées aux & il se trouve des b, trans- 
formons cette substitution par T-!, nous obtiendrons une 
substitution qui remplacera les a en partie par des a, en 
partie par des c; or cela est impossible; donc toute sub- 
stitution remplaçant un & par un c doit remplacer chaque a 
par un c, il y a donc au moins p lettres c; on prouve aisé- 
ment, comme plus haut, qu’une substitution qui remplace un 
b par un c remplace chaque à par un c._ 

Si l’on continue ainsi, on voit que les lettres de G peuvent 
être réparties "en syslLémeside pilétiresta; 00e ARATeen’ES 
indices 1, 2, 3,...,p; les substitutions du groupe échangent, 
soit les lettres d’un même système, soit toutes les lettres 
d’un système avec toutes les lettres d’un autre système. 

Les groupes qui jouissent de cette propriété sont dits enprt- 
mitifs. Les autres groupes sont dits preémitifs. Les groupes 
imprimitifs sont une seule fois transitifs, car ils ne peuvent, 
par exemple, remplacer à la fois a, par @&, et a par b:. 
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177. On a supposé le groupe À au moins deux fois transi- 
tif; s’il était seulement une fois transitif, la substitution T, 
qui contient le plus petit nombre de lettres b peut échanger 
les lettres &« en partie par des lettres a, en partie par des 
lettres b. 

Nous désignerons les a, qui sont remplacés par des b, par 
&i, &, ...3; les autres seront désignés par «&. On a alors 


0 EPA € 7 
Ce ME 
où «, pourra être un a. 

À contient une substitution $, qui remplace a, par @; 
supposons qu'elle remplace un & par un «; transformons 
cette substitution par T, on obtient une substitution dont 
l'inverse remplace un « par un b et b, par b,; or c’est impos- 
sible : donc toute substitution de À, qui remplace un a par 
un &, remplace tout a par un &; nous pouvons continuer ce 
raisonnement comme plus haut et montrer que À est impri- 
mitif. On peut donc énoncer le théorème suivant : 


Un groupe transitif de p+q lettres, qui contient un groupe 
de p lettres qui est m fois transitif, et qui ne contient pas de 
groupe imprimilif de p lettres, est imprimitif ou au moins 
m + q fois transitif. 

Deux cas particuliers sont à remarquer. 


Un groupe transttif du degré n qui contient une substitu- 
tion circulaire d'ordre p, p désignant un nombre premier 


L . ae 
LE est au moins (n —p +-1) transilif. 


2 


La substitution circulaire et ses puissances forment un 
groupe d'ordre p qui ne peut être imprimitif, et nip, ni au- 
cun nombre plus grand que p et plus petit que z ne peut 
diviser », de sorte que le groupe considéré ne peut être 
imprimitif. 

Un groupe transttif qui contient un sous-groupe alterné 


est imprinutif ou contient le groupe alterné formé avec 
toutes les lettres. 
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Car un groupe de degré 7» ne peut être au moins 2 — 2 fois 
transitif que dans le cas où il est le groupe alterné ou le 
groupe général. 


178. Ordre des groupes imprimitifs. — Dans un groupe G 
imprimitif d'ordre mp les substitutions des lettres a;, a, ..., 
Gps 0150 NO NC CRE E POPAMEDOUVeTULEIN RACE 
que des lettres d'un même système par des lettres d’un même 
système. Soient T, et T' deux substitutions qui permutent les 
lettres de la même manière, abstraction faite des indices, et 
S:, S2>, ... les substitutions qui n’opèrent que sur les indices. 
La substitution T°, T;,' appartient alors à la série des substi- 
tutions S; dans la suite 


fi DIET S2 T1, 


se trouvent toutes les substitutions de G qui, sans avoir égard 
aux indices, échangent les mêmes lettres de la même façon. 
Soit 
Via En Tee 

une substitution dont les lettres sont échangées de la même 
façon. 

À l’aide d’une autre substitution de G, qui n'appartient ni à 
la série S, ni à la série ST,, formons la série 


D, S1 To, So T>, CRE 


caractérisée par la substitution U, et ainsi de suite. 
Les substitutions Ü forment un groupe, car si T,Tg entre 
dans la suite qui commence par T,, on a 


U,Ug = U;. 
L'ordre de G est donc un diviseur de 
m\(p!}", 
car G est contenu dans le groupe imprimitif pour lequel le 
groupe U est le groupe général d'ordre m1! et S,, S,, ... et 


leurs produits sont donnés par les groupes généraux que 
l’on peut former avec les m systèmes de lettres. 
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Un groupe H est zsomorphe avec un groupe K, quand à 
chaque substitution de K correspond une substitution de H 
et à chaque substitution de H une ou plusieurs substitutions 
‘de K, le produit de deux substitutions de K correspondant au 
produit des substitutions correspondantes de H. 

De cette définition et de ce qui précède, il résulte que le 
groupe U est isomorphe avec G. 


Exemple. — Si l’on prend 
Ut Use (ab); p =D; 


on peut former le groupe du quatrième degré et du huitième 
ordre 

1, (&@2), (bid»). (aia2) (bide), 

(&i 0: G2 V2), (ai01)(aib2), (&i 02) (ai), (as bsa201); 


ce groupe est imprimitif et isomorphe avec 1, (ab). 


Groupe d’une fonction et nombre des valeurs qu’elle peut acquérir. 


179. Les substitutions que l’on peut faire subir aux lettres 
dont dépend une fonction, sans altérer la valeur de cette 
fonction, forment un groupe. 


En effet, si une fonction reste inaltérée quand on opère 
avec la substitution S ou avec la substitution T, il est clair 
qu'elle ne changera pas non plus quand on effectuera la sub- 
stitution ST; celle-ci fait donc partie des substitutions qui 
n’altèrent pas la fonction, qui par suite forment un groupe. 
Ce groupe s'appelle le groupe de la fonction etl’on dit que la 
fonction admet les substitutions du groupe. Si la fonction 
par exemple estsymétrique, son groupe sera le groupe géné- 
ral; si elle est alternée, son groupe sera le groupe alterné. Le 
groupe du huitième ordre et du quatrième degré consi- 
déré (178) appartient aux fonctions (a, est remplacé par 
Essen 


(tite) (Ts di), Lilo fsts, (T1 Lot Xs— ti}, 


Soit maintenant g l’ordre d’un groupe d’une fonction, qui se 
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compose des substitutions 


1e Dr Sa: ee Sy 


Le groupe général, si le nombre des lettres est 7, pourra 


A r r n! r Q . . 
ètre représenté par les — séries de substitutions 
al 


T: 


A7 


TS: To So, DuCue ToSg—1 


et comme les substitutions S ne changent pas la fonction 
considérée, toutes les substitutions de la série feront acqué- 
rir à la fonction la même valeur que T,. 


On oblient donc le nombre des valeurs distinctes que peut 
acquérir une fonction de n lettres en divisant n! par l’ordre 
du groupe de la fonction. 


Exemple. — Les trois valeurs 
Lilo + Lily, Li l3 + Lou Lily + Lod3 


pourront se déduire de la première au moyen des substitu- 
tions 


LONG LS) MT Te. 


Le groupe de la fonction se compose de huit substitutions; 
si on les multiplie par les trois précédentes, on obtient les 
vingt-quatre substitutions du groupe général. La somme et 
le produit des trois fonctions considérées ne sont altérés par 
aucune des vingt-quatre substitutions en question, elles sont 
symétriques. 


180. On peut toujours former une fonction admettant un 
groupe donné; on peut, par exemple, former une fonction y 
dont toutes les valeurs sont distinctes ; 


VF = Ti + A2Lo +... 


OÙ 1, &», ... sont des nombres différents, est dans ce cas; 
si l’on désigne par y, y2, ... les valeurs que prend y parles 
substitutions du groupe donné 


s = (a—Yyi)(a ya)... 
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où + est indéterminé, est inaltérée par les substitutions du 
groupe et variable pour toute autre substitution. 


181. Si le groupe de la fonction y, est G et si la substitu- 
tion T transforme y en y, le groupe transformé de G par T 
appartiendra à y. 


Soit, en effet, S une substitution de G. S ne change pas y; 
TST=! ne changera pas y,; carona 


Tro = ÿ1 ou T-17: = Ÿ'0 ; 
ainsi 
RSS Te Tr ere 


Lorsque G est permutable avec T, le groupe transformé 
coïncide avec G, de sorte que le groupe appartient aussi à y1. 
On voit ainsi que st le groupe G appartient à y, il appar- 
tient aussi aux fonctions transformées de y, par les substitu- 
tions permutables avec G. 


Indice d'un groupe. 


182. On appelle indice d'un groupe, le quotient obtenu en 
divisant l’ordre du groupe général par l’ordre de ce groupe. 

Considérons une fonction quine soit pas altérée par toutes 
les substitutions d’un groupe, mais qui soit altérée par toutes 
les autres, le nombre des valeurs distinctes de cette fonc- 
tion, d’après ce que l’on a vu (179), sera égal à l'indice du 
groupe. L'indice du groupe général est 1, celui du groupe 
alterné est 2. 

On a vu (170) que l’ordre d’un groupe intransitif de 
lettres était un diviseur de «lBl... oùa+B+...—n. L'in- 
dice de ce groupe est alors un multiple de 


n | 
CARTE 


L'ordre d’un groupe imprimitif est (178) un diviseur de 


mi(plhr, 
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quand le groupe contient #77 systèmes de p lettres. La plus 
petite valeur que puisse prendre l'indice z est donc 


AN MOUMpRE LS (M ET) 
D RTS ED ESS Di 





le numérateur et le dénominateur contenant le même nombre 
de facteurs. Pour rx = 4, on obtient le groupe de l’exemple 
178 dont l'indice est 3. Pour 7 — 6, le plus petit indice est 10, 
pour x —8 il est 35 et il croît rapidement. On peut prouver 
que cet indice pour x =-{4 est supérieur à z, bien que ce fait 
soit presque évident. 


183. Nous allons encore considérer un groupe primitif qui 
ne contient pas de groupe alterné. Soient p:, ps, ... des 
nombres premiers distincts dont la somme ne soit supérieure 
au nombre » des lettres; avec p, lettres formons une substi- 
tution circulaire non contenue dans le groupe; les substitu- 
tions circulaires de p, des lettres restantes ne pourront pas 
toutes entrer dans le groupe; prenons une de celles qui n’y 
entrent pas et continuons de cette facon autant que possible; 
soit T la substitution d'ordre p,p;... obtenue en faisant le 
produit de ces substitutions circulaires. 

Le groupe ne peut contenir ni T ni ses puissances, car parmi 
les puissances d'une telle substitution se trouve au moins une 
des substitutions circulaires qui n’entrent pas dans le groupe. 

Soient alors 1, S;, S,, ... les substitutions du groupe con- 
sidéré, g leur nombre; formons toutes les substitutions telles 
que T*5S8; elles sont toutes différentes et leur nombre est 
{P1P2...: ce nombre est au plus égal à n2!; donc 





Il en résulte que l'indice du groupe ne peut étre inférieur au 
produit des nombres premiers dont la somme ne dépasse pas n. 


184. Supposons que les nombres premiers employés soient 
Pis Dash DastdiOts 
Pi PEER pan, 
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mais P8 désignant un nouveau nombre premier quelconque 


HER Pace CPat Pas 72: 
le nombre 
P1P2:-:: Pa—-1i— Po 

Pa désignant le plus grand de ces nombres premiers ou celui 
qui en approche le plus n’est pas divisible par un des nom- 
bres p;, pe, ..., Pa; C’est donc un nombre premier ou un pro- 
duit de nombres premiers différents de ceux-ci : P8 peut donc 
être pris inférieur ou égal à ce produit; alors 


Pit Pete Part Pi1Pa Dar > nl 
ou 
= I 
12 P1P2:.. Pa-1Pa > A Bolt: 


De cette manière, on voit qu’il n’existe qu’un seul groupe 
d'indice plus grand que 2 et moindre que #7, à savoir pour 
n = 4. Parmi les groupes de z lettres dont l'indice est » se 
trouve le groupe général de » — 1 lettres. Ce groupe appar- 
tient aux fonctions de z lettres symétriques par rapport à 
n — 1 d’entre elles. Si l’on prend pour les nombres premiers 
POULE MCSIUUIMDrES 2210, 10) MERE ONNOIT QU'UR/erOUpDe 
d'indice z n’est possible que pour 


n<io0(=2+3+5);: 


et comme 


O7 0 8 = 3 +5, Pa, Me Root À 


il reste à considérer les cas où nr — 4 et n —6. On voit faci- 
lement que, pour rz = 4, il n’y à pas de groupe transitif d’in- 
dice 4; pour 2 = 6, il y a un groupe d'indice 6 trois fois tran- 
sitif appartenant aux fonctions de six lettres possédant six 
valeurs sans être symétriques par rapport à cinq d’entre elles; 
on obtient une pareille fonction en multipliant entre elles les 
expressions 


ab+cd+ef, ac+be+fd, ad+bf+ce, 
a+bd+fe, af + bc+ed. 
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74 


1l est donc impossible de trouver une fonction de n lettres 
possédant plus de deux et moins de n valeurs, excepté si 
n — 4. Il est impossible de trouver une fonction de n lettres 
ayant n valeurs, si elle n’est pas symétrique par rapport à 
n — 1 lettres, excepté pour n — 6. 


Des substitutions linéaires. 


185. Considérons une substitution formée avec les lettres 
As jy + An_13 Si, dans une transformation d'indices, l’un 
d'eux devenait supérieur à r — 1, il faudrait sous-entendre 
qu'il doit être remplacé par le reste de sa division par »; 
tn +4, 2n+ a, ... Seront donc considérés comme repré- 
sentant le même indice. Représentons par le symbole 


(+) 


la substitution qui remplace la lettre qui porte l'indice z en 
général par une autre portant l'indice F(z3). La fonction F(2) 
devra être telle que, pour 3: —0,1,2, ...,n —1, elle prenne 
à l’ordre près ces mêmes valeurs. 

Nous considérerons en particulier les substitutions 4- 


néaires 
az + 4 
| ae 
F(3) = as + b remplira la condition dont nous venons de 
parler, si b désigne un nombre entier quelconque et si & est 
un nombre premier avec », car on obtient des restes tous dif- 
férents en divisant az + b par r et en attribuant à z les va- 
leurs 0, 1,2, ..., n—1. 
Les substitutions circulaires sont un cas particulier des 
substitutions linéaires; par exemple, si 


D Gÿ lis Cru), 


et) Et 7 gs — () ee 
Z 3 z 


23 +I 
) (Vida ( ) — (45 1 437 ...), 


LA 


in 
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Le nombre des substitutions linéaires de z lettres est no(n), 
o(n) désignant le nombre des entiers premiers avec x et in- 
férieurs à 2; a peut, en effet, recevoir o(n) valeurs et b peut 
en recevoir »2. Les substitutions linéaires forment un groupe, 


car 
De) ie) 7 (RES 4) 
3 z 3 


Ce groupe est celui qui a été considéré (162), car si l’on trans- 
forme 
(Go 41@2...) 


de + 3 
: 2 


on obtient une substitution dans laquelle la série des indices 
est 


_par 


DA OPNT a ELU PTE 


la substitution considérée est donc transformée en sa puis- 
sance a. 

D’après ce qui précède, on voit que toutes les substitutions 
du groupe linéaire peuvent s’obtenir en combinant par mul- 
tiplication deux substitutions 


k —- ‘) 4 
= 2 ss 2 

< = 

où a est racine primitive de æ?()= 1, 


186. Si n est égal à un nombre premier p, l’ordre du 
groupe linéaire est p(p —1), et il n'y a pas d'autre groupe 
de p lettres qui soit du même ordre. 


En vertu du théorème de Cauchy (168), un groupe d’ordre 
p(p —1) doit contenir une substitution circulaire d'ordre p; 
soient 

OMS Sc PE N'a 
les puissances successives de cette substitution et T une 
autre substitution du groupe; toutes les substitutions de la 
forme 
SXTSP 
K: 18 
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ne peuvent être différentes, car leur nombre est p?; on doit 
donc avoir, pour des valeurs convenables des exposants, 


SATSP — SYTSŸ 
ou 
TSÉ TÔT = SYT%; 


d’où l’on tire, en élevant les deux membres à une puissance 


convenable, 
TST-1 — Sn, 


T transforme donc les substitutions S en leurs puissances, et 
ces substitutions forment, comme on l’a vu, le groupe li- 


r . 


nealre. 


187. La notion de substitution linéaire est susceptible d’ex- 
tension, et l’on peut concevoir des fonctions linéaires frac- 


tionnaires en posant 
az +b 


NZ) = EN 


Lorsque F(z:) — 9, il faut supposer que g est donné par l’équa- 
tion indéterminée 


az+b=q(az+bi)+py 


(on suppose x égal à un nombre premier p). Si une valeur 
de z rend le dénominateur a,s + b, multiple de p, on à g =, 
une lettre devra alors porter l'indice , et on a les p +1 
lettres 


Œo: €, ..., € p—1; (120 


La lettre qui porte l'indice æ sera remplacée par celle qui 
porte l’indice & donné par la formule 


«a 
DER 


ou Ma+pY = 4. 
Ces substitutions forment un groupe d'ordre (p —1)p(p +1). 
Nous n’en dirons pas davantage sur ce sujet. 

On à étendu ces notions en considérant des lettres avec 


= 
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plusieurs indices, par exemple x et y. Ainsi le symbole 


fe ax +07 \, 
Ys Mr +biy 
ou 


ax+by, axr+biy 
Ho) 


représente une substitution qui remplace + ety parax+by, 
ax + b,y; comme plus haut, les indices doivent être censés 
remplacés par le reste de leur division par un nombre donné. 
Ces considérations trouvent leur application quand le nombre 
des lettres est la puissance d’un nombre premier. Quand le 
nombre donné (module) est p, a,,: représente un ensemble 
de: p° lettres. | 

Ordinairement, on appelle groupe linéaire le groupe gé- 
néral d'ordre no(n) dont nous avons parlé; mais on com- 
prend aussi sous cette dénomination d’autres groupes conte- 
nus dans ce groupe et transitifs ; leurs ordres sont de la forme 
an, « désignant un diviseur de o(n). 
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CHAPITRE IT, 


THÉORIE DE GALOIS. 


Groupe d'une équation. 


188. Une équation irréductible peut devenir réductible si 
l’on suppose certaines irrationnelles données et pouvant en- 
trer dans les coefficients. Ainsi, par exemple, l'équation 


Li— it PI — 0 


esL irréductible, mais elle devient réductible si l’on se permet 
d'employer l’irrationnelle 3; elle se réduit alors aux équa- 


tions , L 
L=—2 V0 = 0 Vel UT 2 EI) 


quand on se permet ainsi d'employer dans les calculs cer- 
taines expressions, on dit que ces expressions sont adyointes. 
L'équation considérée est réductible quand on adjoint V3 ; 
elle reste irréductible quand on adjoint V5, V7, .... Toute 
équation devient réductible en adjoignant une ou plusieurs 
de ses racines. 

Dans la suite, nous supposerons l’adjonction de certaines 
irrationnelles, et ces irrationnelles pourront alors entrer, 
sous forme rationnelle, dans les coefficients des équations 
que nous aurons à considérer. 

Galois a montré qu’à toute équation correspondait un cer- 
tain groupe de substitutions servant à la caractériser, ou 
plus exactement, servant à caractériser une classe d’équa- 
tions. Quand on connaît certaines propriétés des racines, on 
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peut les utiliser pour découvrir le groupe de l'équation et, 
inversement, quand on connaît le groupe de l’équation, il en 
résulte certaines propriétés communes à toutes les équations 
de la classe à laquelle appartient ce groupe; nous allons 
maintenant montrer comment on parvient à la notion du 
groupe. 


189. Nous nous donnerons l'équation réductible ou irré- 
ductible du degré 7 


(1) f(x) TAN) 
dont nous supposerons les racines toutes inégales 
Li, Lo, .. Zn: 


Considérons une fonction des racines qui prenne des valeurs 
toutes distinctes quand on y permute ces racines; une pa- 
reille fonction a 2! valeurs, qui sont racines d’une équation 
de degré n! sans racines égales. Nous pouvons, par exemple, 
prendre cette fonction égale à 


(8) Vi= Ti + Lolo +... + AnTn) 


is Hs, -.- An étant choisis de telle sorte que toutes les va- 
leurs de y soient distinctes. 

L'équation du degré nr! qui détermine les valeurs de y 
peut être réductible; décomposons-la en d’autres irréduc- 
tibles et désignons l’une d'elles (la résolvante) par 


(3) F(y) = 0. 


Supposons-la de degré m. 

Soient Y1, V2, +. Ym 808 racines. On a vu (74) que chacune 
de ces racines pouvait s'exprimer rationnellement en fonc- 
tion de l’une d’entre elles; on à vu aussi (73) que toute ra- 
cine de (1) pouvait s'exprimer rationnellement au moyen 
d’une quelconque des racines de (3). 

On peut donc représenter les racines de (1) sous la forme 


(4) M CEE CO. ra 10 


D 


73 QUATRIÈME PARTIE. — CHAPITRE II. 


ÿ,, W,,..., W, désignant des fonctions rationnelles. Dési- 
gnons par À, la permutation (4) des racines représentées par 
cette série; si l’on change y, en 7x, À, se changera en une 
autre permutation À; des racines æy, æÆ+, ..., à Savoir celle 
qu’on obtient au moyen de la substitution qui change y, en 
yr (75). On obtient ainsi » permutations des lettres x, 
Lai T0 LA SN OT 


(5) A:, A), ECC) À y» 
qui se déduisent de À, au moyen des substitutions 
(6) I, Si, S2, …... Sete 


Nous allons prouver que ces substitutions forment un groupe. 
On a, en effet, 
HAS 0(Y1 F 


0 désignant une fonction rationnelle déterminée. La série A} 
ou Sz_1A, pourra se mettre alors sous la forme 


y, 0y1, y, 01, .. w,07: 


[en écrivant 0 y, au lieu de @(y;)...] et, en opérant avec la 
substitution S,-1, on obtiendra pour la série des Sy-1 Sx-1 A: 


Wi0Yo "WP20Yo es ME OT: 


car l'effet de la substitution $S,-, est de remplacer 7, par ya. 
Si la suite de ces racines coïncide avec une des suites À, 
le produit Sy-1 Sx—1 Se trouvera dans la suite (6), et les sub- 
stitutions de cette suite formeront un groupe. 
Puisque 0(7,) — y, est une racine de l'équation irréduc- 
tible (3), il faut que l'équation du degré m dont les racines 
sont 0(Y1), O(Ya); +.» 0(Ym) Coïncide avec (3), et l’on doit 


avoir, par exemple, 
0(Ya) = Tr; 


la série précédente coïncide alors avec la série A’. 
Il est donc prouvé que les m substitutions (6) forment un 


groupe. Ce groupe a été désigné par Galois sous le nom de 
groupe de l'équation; nous le désignerons par G. 
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Propriétés du groupe d’une équation. 


190. Toute fonction rationnelle U des racines dont la va- 
leur numérique n’est pas altérée par les substitutions du 
groupe G peut s'exprimer rationnellement au moyen des 
quantités connues. 

La fonction U peut s'exprimer rationnellement au moyen 
d’une des racines de (3), par exemple y;, de telle sorte que 
l’on à 

UEe CRUE 
o désignant une fonction rationnelle. Comme les substitu- 
tions de G n’altèrent pas la valeur de U et que leur effet est de 
permuter ÿ1 AVEC Vas Vas + +; Ÿms ON À AUSSI 


U= (72) = p(ys) =... = pm), 
et, par suite, 


U= — [o(y1) + p(r2) +... + o(Ym)l. 


hi 


U s'exprime ainsi comme fonction symétrique des racines 
de (3)et, par suite, peut s’obtenir au moyen des quantités 
connues. 


191. Une fonction rationnelle des racines qui peut s'expri- 
mer ralionnellement au moyen des quantités connues reste 
numériquement tnaltérée par les substitutions du groupe G. 


Soit B la valeur donnée de la fonction; en exprimant toutes 

les racines qui entrent dans B au moyen de y;,ona 
o(Y1) + B, 
o désignant une fonction rationnelle; y, est donc une racine 
de 
p(Y7)—B—o, 

qui doit, par suite, admettre les autres racines Ya, Y3» : + +» Ym3 
on à donc 


o(Y2) =B, p(Y3) =B, ...) E(Ym)=B, 
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si bien que la fonction conserve la valeur B quand on effectue 
les substitutions de G. 

Ce théorème est encore vrai et la démonstration conserve 
toute sa force quand B est irrationnel, pourvu que l’adjonc- 
tion des irrationnelles contenues dans B n’empêche pas (3) 
d’être irréductible. 


192. Il n'y a que les substitutions du groupe G qui laissent 
invartables toutes les fonctions rationnelles des racines. 


Considérons, en effet, la fonction 
(a — V1) (a — Ya )e . (a no à À) 


où « est indéterminé; on voit facilement que cette fonction, 
dont la valeur est rationnelle, ne reste inaltérée que par les 
substitutions permutant Yi: Yes + .., Ym, C'est-à-dire par les 
substitutions du groupe G. Une équation ne peut donc avoir 
qu'un seul groupe; on doit donc trouver le même groupe 
quelle que soit l'équation analogue à (3) dont on fait usage. 
Ces équations par suite sont de même degré. 


193. St deux fonctions rationnelles des racines, © et 4 sont 
égales, elles ne cessent pas de l’être après avoir effectué une 
substitution du groupe G. 


Car leur différence est rationnelle; elle doit donc toujours 
conserver sa valeur nulle après que l’on a effectué les substi- 
tutions du groupe. 


194. Le groupe G est transitif ou intransitif, suivant que 
l’équation est irréductible ou non. 


Si le groupe est intransitif il échange quelques racines 
entre elles sans les échanger avec les autres; il ne change 
donc pas une fonction symétrique quelconque de ces racines; 
une semblable fonction peut donc s’exprimer rationnellement, 
et ces racines seront les racines d’une équation à coefficients 
rationnels; l’équation proposée est donc réductible. 
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D'un autre côté, si l'équation est réductible, on doit avoir, 
pour des racines déterminées, 


(am ri)(a re). .(a— 2 )—=K, 


où & est indéterminé et K rationnel; ce produit ne conserve 
sa valeur que si l’on permute ensemble æ1, æ+, ..., æ), OU Si 
l’on permute d’autres racines entre elles. G ne peut donc 
contenir que des substitutions produisant ces permutations, 
il est donc intransitif. 

Si l’on ne garde, parmi les substitutions de G, que les cycles 
quivcontiennent zy, Ze, ..., æ,, On obtient un groupeiG:. 
Une fonction de ces racines, qui reste inaltérée par les per- 
mutations de G,, mais qui est altérée par toutes les autres 
quipermutent #4, 2, estralionnelle, Carnellesnest 
pas altérée par les substitutions de G. G, est donc le groupe 
Gé PÉQUAUONOUIIADOUTACINES PI, ve be 


195. La résultante provenant de l’élimination de y entre 


D ATOTR ES En 0 
et 
Por )rr+ pr )at +. + pay), 


OÙ 4j, @, ... sont rationnels et %5, o,, ... sont des fonctions 
rationnelles, a son groupe imprimitif, et réciproquement 
toute équation dont le groupe est imprimitif provient d’une 
semblable élimination. 


Soient Yi, Vas --.» Ym 1eS racines de la première équation, 
soient T1, Lo2y ---, Con les racines de la seconde quand on 
y remplace y par y,; soit », une fonction symétrique arbi- 
traire de ces 7 racines; la fonction 


À — (a — ‘1) (a — V3). , (A—Vm); 


où « est indéterminé, est alors une fonction symétrique de 
Vis Vas sm et peut s'exprimer rationnellement. Le groupe 
cherché ne peut contenir que des substitutions laissant A 
invariable, c’est-à-dire laissant #,, p2, ...,v invariables ou 
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les permutant entre eux. Ces substitutions échangent ainsi 
les n racines du système 


Lois pos -.-, Xpn; 


contre les nr racines du même ou d’un autre système; le 
groupe est donc imprimitif. 

D'un autre côté, soit G le groupe imprimitif d’une équation 
contenant les m systèmes de lettres 


pts lp Ton 
DOUT D =, 71 0 OILS 


Voie (B — Zi) (B — rh). - .(B — Xon) 
et 
A—(a—p)(a—Vv3)...(aæ— rm), 


où & et 5 sont indéterminés. A reste inaltéré par les substi- 
tutions qui remplacent des lettres d’un même système par 
des lettres d’un même système. À reste donc invariable par les 
substitutions du groupe et peut s'exprimer rationnellement. 
A l’aide de À on pourra trouver toutes les fonctions symé- 
triques de p;, Ps, ..., M Sous forme rationnelle; #, ayant les 
valeurs p;, Po, ..., Pm, Sera ainsi déterminé par une équalion 
de degré m à coefficients rationnels; quand #, sera connu, æ, 
sera déterminé d’une manière analogue par une équation 
de degré x dont les coefficients seront des fonctions ration- 
nelles de +. 


Réduction du groupe au moyen de quantités adjointes. 


196. L'ordre de G est le degré de l’équation irréductible 
en y; si l’on adjoint de nouvelles quantités de manière à 
rendre cette équation décomposable, on obtient un nouveau 
eroupe d'ordre moindre; comme les substitutions du nouveau 
groupe sont déterminées par les racines de la nouvelle équa- 
tion irréductible et que ces racines se trouvent parmi les 
quantités ÿ1, Yes :.., Ymy Le NOUVEAU groupe est contenu dans 
l’ancien. 
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197. Si l’on adjoint la valeur z, d’une certaine fonction 
rationnelle des racines, le groupe nouveau devient le groupe 
LT / 5 
des substitutions de G qui n’altèrent pas 31. 


3, ayant été adjoint doit être regardé comme rationnel; 
toute substitution du nouveau groupe doit laisser inaltérée 
la fonction 3, des racines; le nouveau groupe est contenu 
dans l’ancien : donc il ne peut contenir que des substitutions 
de l’ancien groupe qui n’altèrent pas 21. 

Nous allons montrer que toutes les substitutions de G qui 
n’altèrent pas z, appartiennent au nouveau groupe; formons 
une fonction rationnelle quelconque des racines exprimable 
rationnellement au moyen de 3, et des quantités connues, en 
appelant U, cette fonction et © un symbole de fonction ra- 
tionnelle 

Ui = o(&1), 
d'où (193) 
U4 — B(Za), 


l'indice a indiquant que l’on a effectué une substitution 
quelconque a qui se trouve parmi celles de G qui n’altérent 
pas z,; on à donc 


Zn NZ et CUS 


en sorte que la substitution «& laisse invariables toutes les 
fonctions qui peuvent s'exprimer rationnellement en z, et 
des quantités connues. a appartient donc, en réalité, au nou- 
veau groupe après l’adjonction de 3. 


198. St une fonction o des racines et une autre fonctiont 
restent inaltérées par les mêmes substitutions de G, © peut 
s'exprimer rationnellement en fonction de r. 


En effet, si l’on adjoint tr, on obtient pour l’équation un 
groupe réduit H. Ses substitutions laissent + et © invariables, 
o peut donc s'exprimer rationnellement au moyen de x et 
des quantités connues. 
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Adjonction des racines d'une équation auxiliaire. 


199. Soit 3, une racine d’une équation irréductible auxi- 
liaire dont les racines sont z,, 3:, ..., 3,3 nous admettrons 
que l’adjonction de z, réduise le groupe G. Alors l’équation 
F(y)=ose décompose en d’autres irréductibles du même 
degré, chacune d'elles peut servir à déterminer le nouveau 
groupe ; Soit 


(1) p(J:1)=0 


l’une de ces équations ; on peut supposer que le coefficient 
de la plus haute puissance de y soit l’unité, les autres étant 
des fonctions entières rationnelles de z, de degré £ — 1 au 
plus. 

Si l’on divise F(y) par ® (7,3) et si l’on égale à zéro les 
coefficients du reste on obtient les conditions pour que F(Yy) 
soit divisible par o(y, z); ces équations de condition sont 
satisfaites pour z — z, et comme l’équation en s est irréduc- 
tible elles doivent être satisfaites pour z2=%, ..., 3 —2}, 
F(y) est donc divisible par p(y, 32), ...,o(Y» zx). 

Le produit 


(2) W(r) = p(r, 21) pr, 32)... o(Y,2x) 


est une fonction entière de y et des quantités connues (les 
valeurs de 3 ne sont pas ici regardées comme connues); 
chaque facteur étant facteur de F(y), l'équation 


(3) w(Y)=0 


ne saurait avoir d’autres racines que celles de F(y)=o, et 
doit les admettre au même degré de multiplicité; doncon a 
identiquement 


(4) LOEAECT 


Comme o(Yy, :,) — 0 est irréductible, les autres équations 
analogues le sont aussi, pourvu que pour chacune d'elles la 
valeur correspondante de 3 soit adjointe. Si, en effet, o(y, 3) 
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était divisible par w,(y,s), pour z — £, le reste de la division 
de o(y,z) par pi(y,3) devrait être nul pour z — z;, il devrait 
encore être nul pour 3 — 3, et ®(y,z,) —0o serait réductible, 
ce qui est en contradiction avec ce qui précède. 

Lorsque deux des équations © —0o ont une racine com- 
mune, toutes leurs racines sont égales deux à deux; en effet, 


si 
(5) p(Y,31)=0 et  p(y;22)—0 


ont toutes deux la racine y,, et si la première a, en outre, la 
racine y», ÿ2 pourra s’exprimer rationnellement en y;, et l’on 
aura 


(6) 72 = 001), 
0 désignant une fonction rationnelle. L’équation 
(7) P[0(0), z11=0 


a alors une racine commune avec la première équation (5) 
et par suite doit les admettre toutes ; la fonction 


o[0(r), 2] 


est alors divisible par o(y,z) pour 3 —3%, et donc de même 
pour 3 — 3,, de sorte que l’équation 


(8) o[0(r), 22] = 0 


doit être satisfaite quand ®(y, z:) = o l’est; parmiles racines 
de cette équation se trouve y,, en sorte que l’on à identi- 
quement 


(9) FOREST ERe Cr z3 = 0; 
d’où il résulte que y, est racine de la seconde équation (5) : 
deux des équations © — o ont donc ou les mêmes racines, ou 
toutes leurs racines différentes. 

Soit y, une racine commune à g de ces équations, ces équa- 
tions devront avoir les mêmes racines; qg autres équations 


doivent avoir les mêmes racines, sans les avoir communes 
avec les équations du système précédent, et ainsi de suite. 
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En extrayant la racine g'ève de (4), on a alors, identique- 
ment, 


(10) F(r)= (y; 21)p(7; 32)... &(y, zr), 


où ®(Y,31), ..., ®(y,z,) désignent des facteurs de chaque 
système; on à donc Æ — gr. 

Les racines x se partagent ainsi en r systèmes de q racines, 
de telle sorte que l’on obtient deux groupes réduits différents, 
suivant que l’on adjoint deux racines appartenant à deux 
systèmes différents, tandis que l’on obtient le méme groupe 
réduit pour deux racines d’un méme système. 


Dans le cas où le degré £ de l'équation auxiliaire est un 
nombre premier p, on a g —=1. F(y) est donc un produit de 
p facteurs et l’on obtient l’ordre du groupe réduit en divisant 
l’ordre de G par p. 

Si l’on adjoint une fonction des racines d’une équation, on 
adjoint en définitive une racine de l’équation irréductible 
qui détermine cette fonction. Les valeurs de cette fonction 
forment alors des systèmes analogues à ceux que nous venons 
de considérer. 


200. Les différents groupes réduits sont semblables. 


Soient H, et H, deux de ces groupes correspondant à s; 
et %,; soient y, et y, des racines respectives de 


o(Y; 31) = 0, E(J3 32) = 0. 


Les racines de la première équation peuvent être mises 


sous la forme 
Via MC Tr); 02(Y1); 


0,, @,,... désignant des fonctions rationnelles. 
On montrera, comme plus haut, que les racines de la se- 


conde sont | 
Ya, O1(Y2); 0a(Yo) 


Soit maintenant T la substitution qui remplace y; par y», 
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S;, S, les substitutions qui remplacent y, par 04 (y1) et y: par 
k(Y2); on à 

TSx = SAT; 
car ces deux substitutions remplacent y, par 04(y2); cette 
formule établit la similitude de Sz;et S,; mais S, est une 
substitution quelconque du groupe H,, S; une substitution 
du groupe H,; la substitution T transforme donc H, en H.. 
Comme y, et y, sont des racines quelconques de (3), une 
substitution quelconque de G transformera un groupe H en 
lui-même ou en un autre groupe H. 


201. St les racines de l’équation irréductible auxiliaire 
peuvent étre exprimées rationnellement en fonction de l’une 
d'elles, et si l’adjonction d’une de ces racines réduit G à H, 
H sera permutable avec toutes les substitutions de G. 


Si toutes les racines de l’équation auxiliaire peuvent être 
exprimées rationnellement en fonction de l’une d’elles, en 
les exprimant effectivement ainsi, adjoindre une racine de 
l'équation auxiliaire, c'est les adjoindre toutes; les groupes 
H,, H;, ... que l’on a trouvés tout à l'heure doivent coïnci- 
der; mais, puisque tous ces groupes peuvent être transformés 
les uns dans les autres avec les substitutions de G, H trans- 
formé par ces substitutions reste identique à lui-même : H est 
donc permutable avec les substitutions de G. 


202. Si l’adjonction de toutes les racines d’une équation 
trréductible auxiliaire réduit le groupe G à H, H est permu- 
table avec toutes les substitutions de G. 


L’adjonction des racines en question revient à l’adjonction 
d’une fonction o rationnelle de ces racines, dont toutes les 
valeurs sont distinctes; ces valeurs peuvent être exprimées 
rationnellement en fonction de l’une d’elles, et les racines de 
l'équation auxiliaire peuvent être exprimées rationnellement 
en fonction de +, de sorte que les racines de l’équation en ® 
peuvent être considérées comme adjointes; notre théorème 
résulte donc du précédent (201). 
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203. Dans le cas où le groupe G d'ordre m=— kq contient 
un groupe H d'ordre q, permutable avec toutes les substitu- 
tions de G, G pourra se réduire à H en adjoignant les racines 
d’une équation abélienne de degré k. 


Soient 
LOTO 0 4 Or 


les substitutions de H; les substitutions de G peuvent être 
distribuées en Æ séries : elles sont de la forme T,Sg, où & a la 
même valeur dans une même série. 

Solent fi, Ve, Fame MTACINE OC En AQULISCRUR 
duisent de y, pour les substitutions S, et soit 


(ar (era) eee) 


a désignant une indéterminée; 0, reste inaltéré par les sub- 
stitutions S, mais les autres substitutions changent sa valeur; 
si donc on adjoint 0,, le groupe de l’équation deviendra H. 

Montrons maintenant que ©, peut être déterminé au moyen 
d’une équation abélienne. Soient 6,, @, ..., 0, les valeurs 
que l’on obtient en effectuant sur 2, les substitutions 1, T;, 
6-0, Le, el DOSO0nS 


A —1(6-"00)082100) - Œ 00, 


où 6 désigne une indéterminée. 

Puisque H est permutable avec les substitutions de G, au- 
cune des fonctions 0 (181) ne sera altérée par les substitu- 
tions S. À ne peut donc être altéré par aucune substitution 
TsS,; car S, ne modifie aucune dés valeurs 0, et T ne fait 
qu'échanger les valeurs des 0; on a, par exemple, 


T8 03 = T8 T0: = TyS50: E 0,1; 


car Te T, fait partie du groupe G et doit avoir, à cause de 
cela, la forme T,S3. 

Puisque aucune substitution de G ne modifie A, À pourra 
s'exprimer rationnellement. 4,, @,, ... seront déterminés par 
une équation du degré k, et l’on voit facilement que cette 
équation est irréductible et abélienne, car les diverses va- 
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leurs de © peuvent s'exprimer rationnellement les unes en 
fonction des autres, puisqu'elles restent invariables par les 
mêmes substitutions de G; leur groupe est d'ordre Æ et se 
compose des substitutions qui permutent @,, 8,, ... de la 
même manière que les substitutions T, 

Si Æ est un nombre premier, les racines de l’équation abé- 
lienne peuvent s'exprimer rationnellement au moyen d’une 
équation binome; on peut donc aussi réduire G à H en adjoi- 
gnant un radical et les racines de l'unité. 


204. A présent, nous pouvons faire connaître les conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu’une équation puisse être 
résolue algébriquement. Si une équation peut être résolue 
algébriquement, son groupe doit pouvoir se réduire à la seule 
substitution 1, en adjoignant successivement les radicaux qui 
se trouvent dans les racines et des racines de l’unité, de ma- 
nière à connaître toutes les racines de l'équation en y. Le 
groupe devra donc se réduire à 1 en adjoignant successive- 
ment des racines d'équations de la forme 


2h A° 


où p désigne un nombre premier et À une quantité connue 
ou déjà adjointe. Cette équation est abélienne si l’on regarde 
les racines de l’unité comme des quantités connues. 

D'ailleurs, aux n° 199 et 203, on a montré que la condition 
nécessaire et suffisante pour que le groupe G de l’équation, 
d'ordre pq, puisse être réduit par une telle adjonction, con- 
siste en ce que ce groupe G contienne un groupe H d'ordre g, 
permutable avec toutes les substitutions de G. Alors H doit 
contenir un nouveau groupe permutable avec toutes les sub- 
stitutions de H, et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on parvienne 
au groupe 1. Ainsi 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation 
puisse étre résolue algébriquement est que son groupe con- 
tienne un groupe el celui-ci un nouveau groupe, et ainsi de 
suite, jusqu’à ce que l’on parvienne au groupe 1; et cette suite 


P. 19 
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de groupes doit étre telle que chacun d’eux soit permutable 
avec les substitutions du précédent, l’ordre de chacun d’eux 
s’obtenant en divisant l’ordre du précédent par un nombre 


premier. 


205. Prenons, par exemple, l'équation générale du qua- 
trième degré; son groupe est le groupe général du quatrième 
degré et du vingt-quatrième ordre; ce groupe contient le 
groupe alterné avec lequel ses substitutions sont permu- 
tables; en adjoignant une fonction altérée des racines, le 
groupe sera réduit au groupe alterné; c’est cette fonction que 
l’on trouve quand, cherchant à résoudre l’équation, on est 
conduit à extraire une première racine carrée. 

Le groupe alterné contient un groupe du quatrième ordre 
où les substitutions sont permutables avec un groupe alterné; 
ce groupe est | 


1, (titi)(tsd), (a1ds)(tadi), (ais) (das). 


Au moyen d’une extraction de racine cubique, on détermine 
une fonction qui reste inaltérée par ces substitutions, par 
exemple æ,%2 + æ3æ,;Silon adjoint cette fonction, le groupe 
alterné se trouve réduit au groupe du quatrième ordre con- 
sidéré, qui, au moyen’ de deux extractions de racines carrées, 
se trouve réduit au groupe 1. 

Le groupe général de degré n, qui est le groupe de l’équa- 
tion générale de degré 2, peut aussi, au moyen d’une extrac- 
tion de racine carrée, être réduit au groupe alterné. Nous 
allons voir tout à l'heure que, pour n=>4, ce groupe est 
simple, et alors ce groupe ne peut plus être réduit par l’ad- 
jonction d’un radical; il en résulte que les équations géné- 
rales de degré supérieur à 4 ne peuvent pas être résolues 
algébriquement. 

Voici maintenant la démonstration de la proposition que 
nous avons admise : Supposons que le groupe G d'ordre +! 
puisse se réduire à un autre K d'ordre Æ où Æp—=1{nl!, p dési- 
gnant un nombre premier. K ne saurait contenir toutes les sub- 
stitutions circulaires du troisième ordre. On peut donc for- 
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mer un groupe d'ordre 3 Æ (161) contenu dans G, ainsi p — 3; 
si 2>/4, on peut montrer que p—5, K ne contenant pas 
toutes les substitutions circulaires du cinquième ordre; mais 
p ne peut être à la fois 3 et 5; la réduction est donc impos- 
sible pour x > 4. 

En réalité, cette démonstration ne diffère pas de celle que 
nous avons donnée plus haut pour établir que l'équation du 
cinquième degré n’était pas résoluble algébriquement. 
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CHAPITRE IV. 


APPLICATIONS DE LA THÉORIE DE GALOIS. 


Équations abéliennes. 


206. Nous avons déjà étudié les équations abéliennes. Aussi 
montrerons-nous brièvement comment on peut leur appli- 
quer la théorie de Galois. 


Considérons une équation abélienne irréductible de de- 
gré 7, on aura 


(1) 5 10 (On) ou Te — 0 (ti) = 0; 


le groupe de l'équation doit contenir une substitution qui 
remplace æ; par æ2:; Soit 


(æi, La, L3, .. Tr) 


un de ses cycles; si l’on fait subir à (1) cette substitution, 
on à 


(2) Ori) = Xo, 0(To) = æ3, ‘.) 0(r;) = ri. 


On voit alors facilement qu’une substitution du groupe qui 
remplace une des lettres æ1, æ+, ..., æ, par une lettre qui ne 
fait pas partie de cet ensemble, doit les remplacer toutes par 
de nouvelles lettres, sans quoi l'équation aurait des racines 
égales; transformons une substitution entre les lettres x,, 
Los... &, par une substitution quiles échange avec d’autres, 
nous obtenons une substitution qui montre que r racines 
différentes des précédentes sont liées par des équations ana- 
logues aux fonctions (2); s'il y a plus de 7 racines, un autre 
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système de r racines sera encore lié par des équations ana- 
logues, etc., et les substitutions du groupe ne pourront échan- 
ger que des racines d’un même système avec des racines d’un 
même système. Le groupe est donc imprimitif et l'équation 


peut se décomposer en équations de degré r, au moyen d’une 
équation auxiliaire. 


207. On n’a donc à considérer que des équations dont le 
groupe contient une substitution circulaire de toutes les ra- 
cines et où æ,— 0(x,). Toutes les racines peuvent alors s’ex- 
primer rationnellement en fonction de l’une d’elles, et une 
fonction des racines n’a que » valeurs. L’équation F(y) —o, 
qui détermine le groupe, est donc au plus du degré n : elle est 
donc exactement de degré n, car le groupe est transitif et, par 
suite, son ordre est divisible par ». Ce groupe se compose 
d'une substitution circulaire et de ses puissances. 

Soit « une racine primitive de #*—1, on voit facilement que 


A=(ati+ a xo+... + Zn)! 


est rationnel, car cette fonction n’est pas altérée par les sub- 
stitutions du groupe. Si l’on adjoint & et VA, le groupe sera 
réduit à l’unité; les autres substitutions changent, en effet, 
XLi+ a Ta+...+Z,3 les racines seront donc exprimables 
rationnellement en fonction de VA et des racines de l’unité. 

Si le degré d’une équation abélienne est un nombre pre- 
mier 7, son groupe doit contenir une substitution circulaire 
d'ordre 2; l’équation sera alors résoluble algébriquement. 
Si x n’est pas premier, et si le groupe contient encore une 
substitution circulaire d’ordre x, on voit que l’on peut abais- 
ser son groupe en adjoignant des radicaux à indices pre- 
miers; par exemple, si 2 — 715 et si S est la substitution cir- 
culaire, 

PUS Su SS SS1: 
sera un groupe permutable avec les substitutions du groupe 
primitif, et sera le groupe réduit en adjoignant les racines 
d’une équation de la forme 
24 IA. 
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Équations de Galoïis. 


208. Galois à étudié les équations irréductibles de degré 
premier p et dont les racines sont exprimables rationnelle- 
ment en fonction de deux d’entre elles, et il a fait voir qu’elles 
sont résolubles algébriquement. 

Toute fonction rationnelle des racines d’une pareille équa- 
tion pouvant s'exprimer rationnellement en fonction de deux 
racines, l’ordre de son groupe est au plus p(p — 1), et comme 
ce groupe est transitif, son ordre est divisible par p. 

Nous avons vu plus haut (186) que les substitutions d’un 
groupe de cette espece, Jes racines étant 7, 2,7 202, 
sont de la forme 

de — a 


TaSb, 


(7) 125} 


L'ordre du groupe est Æp, k est égal à p — 1 ou à un divi- 
seur de p — 1, et a est une racine primitive de aæ*=1 (mod p). 
Maintenant, posons 


ou de la forme 


où 


Xi= (ro ati + da +... +aP-1xp 1)?, 


XP — T7 


où « est racine de — 0, désignons par X>, X:, -::, Xzs 





LU 
les résultats obtenus en effectuant sur X, les substitutions 
FT, T2, SEE Rétiposons encore 


À — (X1 + 6 X2 + B2X3 +. SR Gk—1X,)4, 


8 désignant une racine quelconque de æ*— 1 —o. A doit être 
rationnel, car il n’est pas altéré par les substitutions du 
groupe, car la substitution S n’altère pas X:, X,, ..., X, et 
la substitution T effectue des permutations circulaires entre 
les X. 
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Si l’on remplace alors B par ses différentes valeurs, on ob- 
tient À équations qui se ramènent au premier degré et d’où 


l’on peut tirer X;,, X:,... en fonction de VA et des racines de 
l'unité. 

Les quantités X,;, X,,... étant connues, on en déduit æs, 
Ti, ... COMme on l’a vu à propos des équations abéliennes. 


En réalité l'équation donnée se réduit à une équation abé- 
lienne par l’adjonction d’une de ces quantités, car alors le 
groupe se réduit aux puissances de $S. Donc: 


Une équation irréductible dont le degré est un nombre 
premier, et dont les racines sont des fonctions rationnelles de 
deux d’entre elles peut se résoudre algébriquement. 


Dans le cas où le groupe d’une équation irréductible de 
degré p ne contient que des substitutions linéaires, chaque 
racine peut s'exprimer en fonction rationnelle de deux d’entre 
elles; car si l’on adjoint deux racines, le groupe se trouve 
réduit à l’unité, puisque, mise à part la substitution :, les 
substitutions linéaires déplacent au moins p — 1 racines et 
ne peuvent en laisser deux invariables. 


209. St une équation trréductible dont le degré est un 
nombre premier p est résoluble algébriquement, son groupe 
ne contient que des substitutions linéaires. 


Si l’on adjoint tous les radicaux, pour réduire le groupe de 
l'équation, il se trouvera un radical d'indice p, car c’est le 
seul qui pourra faire disparaître le facteur p de l’ordre du 
groupe. Dès que l’on aura adjoint ce radical, et pas avant, 
l’équation sera réductible, et comme le nouveau groupe est 
intransitif, son ordre ne peut être divisible par p, et récipro- 
quement l'équation ne peut être irréductible si l’on n’a pas 
évincé le facteur p de l’ordre du groupe. 

L'équation donnée devient donc réductible après l’adjonc- 
tion du radical d'indice p, et son groupe est devenu intran- 
sitif ou réduit à l’unité. Soit 


He (TU AUS UE 
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ce groupe. Avant l’adjonction du radical, le groupe conte- 
nait toutes les substitutions de la forme 


DAUS, 


S désignant une substitution circulaire d'ordre p (161). 

Les lettres se distribuent en systèmes, de telle sorte que 
les substitutions U n’échangent que des lettres d’un même 
système; H est permutable avec les puissances de S; celles-ci 
ne peuvent donc échanger que des lettres d’un même sys- 
tème avec des lettres d’un même système; comme ce n’est 
pas le cas pour les puissances de S, H ne peut contenir que 
la substitution 1. La dernière adjonction doit être d’un radi- 
cal d'indice p et auparavant le groupe était composé d’une 
substitution circulaire et de ses puissances. 

Comme le groupe se trouve réduit à l’unité par la dernière 
adjonction, toutes les racines deviennent rationnelles, de 
sorte que l’équation auparavant irréductible se décompose 
actuellement en équations du premier degré. 


210. Les adjonctions successives auraient pu réduire le 
groupe sans rendre f(æ)—o réductible; dans le cas où des 
adjonctions réduisent le groupe G à H qui ne contient que 
des substitutions linéaires, on peut montrer que G ne con- 
tient non plus que des substitutions linéaires, et le théorème 
précédent en résultera, car, le dernier groupe ne contenant 
que des substitutions linéaires, cela aura lieu pour les autres. 

Il reste donc à prouver que G ne peut contenir que des 
substitutions linéaires, si le groupe H, obtenu par l’adjonc- 
tion des racines d’une équation binome, ne contient lui- 
même que des substitutions linéaires. H doit contenir la sub- 
stitution circulaire S d'ordre p et ses puissances; soit T une 
substitution de G qui n'entre pas dans H, H est permutable 
avec T, et T doit par suite transformer S en une de ses puis- 
sances, car dans le groupe linéaire H il n’entre pas d'autre 
substitution semblable à S que les puissances de S. T est 
donc lui-même une substitution linéaire, car seules les sub- 
stitutions linéaires transforment S en une puissance de S. 
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Il est donc prouvé que la condition donnée par Galois pour 
la résolubilité d’une équation irréductible de degré premier, 
sous forme algébrique, est nécessaire et suffisante. 


Équations dont le groupe a pour ordre une puissance d’un nombre 
premier. 


211. Soit p” l’ordre du groupe d’une équation irréductible 
f(æ) —0, p désignant un nombre premier. Comme l'ordre 
du groupe est divisible par le degré de l’équation, ce degré 
doit être une puissance de p, p" par exemple. 

Si l’on adjoint une racine x, de l’équation, l'équation de- 
vient réductible ; chacune des équations irréductibles dans les- 
quelles elle se décompose a un groupe qui ne contient que des 
substitutions dont l’ordre est une puissance de p (194), de 
sorte que ces groupes ont pour ordre une puissance de petil 
en est de même des degrés des équations correspondantes. 

Puisque l’équation se trouve réduite par l’adjonction de x, 
à d’autres dont les degrés sont des puissances de p et que 
parmi ces équations il en est une du premier degré, il faut 
qu'il y en ait au moins p du premier degré; au moins p ra- 
cines seront rationnellement exprimables en fonction de æ1. 
Plus haut (206) on a fait voir que le groupe de semblables 
équations était imprimitif et qu’elles pouvaient être réduites 
au moyen d’une équation auxiliaire. Le groupe de l'équation 
réduite se compose de substitutions dont les cycles se trou- 
vent dans les substitutions de G, et leur ordre comme le 
degré de l'équation sont des puissances de p. 

En divisant le degré de l'équation proposée par celui de 
l'équation réduite, on a le degré de l’équation auxiliaire (195), 
qui par suite est aussi une puissance de p. L'ordre du groupe 
de l’équation auxiliaire est aussi une puissance de p, car ce 
groupe se réduit à l’unité en adjoignant toutes les racines de 
l'équation donnée. Adjoignons ces racines une à une; à chaque 
réduction on doit parvenir à une équation irréductible dont 
l’ordre du groupe et le degré doivent être une puissance de p. 
On voit ainsi que l’ordre du groupe de l'équation auxiliaire 
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doit être une puissance de p (199). On arrive au même résul- 
tat en montrant que ce groupe est isomorphe avec G. 

Les deux nouvelles équations peuvent être réduites de la 
même facon jusqu’à ce que l’on tombe sur des équations 
abéliennes de degré p. Comme le produit des degrés de ces 
équations est égal au degré de la proposée, les racines de 
celle-ci peuvent être exprimées au moyen de 77 équations 
abéliennes d'ordre p. 


212. D'un autre côté, l’ordre du groupe d’une équation, 
qui peut être résolue à l’aide d'équations abéliennes de 
degré p, peut être abaissé au moyen de divisions successives 
par le nombre p, jusqu’à ce qu'il se réduise à l’unité; l’ordre 
de ce groupe est donc une puissance de p. Donc 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation 
puisse être résolue au moyen d'équations abéliennes de degré 
p est que l’ordre de son groupe soit une puissance de p. Son 
degré est alors nécessairement une puissance de p également. 


Ce théorème est une généralisation de celui qui fait con- 
naître les conditions pour qu’une équation soit résoluble au 
moyen de racines carrées, et que nous avons démontré plus 
haut. 

La démonstration qui précède montre qu’il n’y a pas 
d’autres groupes transitifs d'ordre p"(n > 1) que des groupes 
imprimitifs. Cela résulte nettement de ce qu’il existe une 
équation qui possède un groupe donné. En effet, chaque 
groupe correspond à une équation; à savoir l'équation géné- 
rale de même degré que le groupe quand on à adjoint une 
fonction des racines invariable par les substitutions du groupe 
et variable par tout autre substitution. 


213. Supposons qu'un groupe ( contienne un groupe H 
d’ordre p*, p désignant un nombre premier. Toutes les sub- 
stitutions de G permutables avec H forment un groupe K 
d'ordre pp*. 

Supposons 

H— (1, Si, Sos.) ; 
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les substitutions de K peuvent être rangées en séries, de la 


forme 
Ty, Ty S1; +. : 


dans le cas où H est celui des sous-groupes contenus dans G 
pour lequel & est le plus grand possible, il ne peut se trou- 
ver, parmi les substitutions T,S8, une substitution dont l’ordre 
soit une puissance de p; s’il s’en trouvait en effet une, on 
pourrait à l’aide de cette substitution construire un groupe 
contenu dans Q, et d'ordre pf ou 6 > & (161); comme l’ordre 
de chaque substitution S est une puissance de p, elle ne peut 
être semblable à une substitution TS. 

Les substitutions de G peuvent être rangées en séries 
comme il suit (chaque série a pp*% termes) : 


RS RS TT TS: 
US US AT OUT ee 


CR 


U n’est pas permutable avec H, mais il pourrait l’être avec 
un groupe contenu dans H, à savoir 1, Sy, Sg, ...; les sub- 
stitutions S peuvent être écrites en séries comme il suit 


LANCE Pr DES TELE 
MI M MMS 
M, M: Sc M SB; Sets 


le nombre des substitutions M étant une puissance de p. 
Si l’on multiplie à gauche les termes de la série 


UPS CUS LADY 


par l’une des substitutions S,, Ss, ..., on retrouve la même 
série à l’ordre des termes près. Au contraire, si l’on multiplie 
les termes de la même série par une des substitutions M, on 
obtient une nouvelle série, composée de termes différant à 
la fois entre eux et de ceux de la série primitive. On déduit 
ainsi de la série primitive autant de séries qu’il y a de substi- 
tutions M; le nombre de ces séries est une puissance de p. 
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Si G contient un plus grand nombre de substitutions, avec 
l’une d'elles formons de la même manière une série de sub- 
stitutions dont le nombre soit une puissance de p, et conti- 
nuons ainsi jusqu’à ce que nous ayons épuisé toutes les sub- 
stitutions de G. Comme toutes les substitutions ainsi obtenues 
sont différentes, l’ordre de G est 


L DPF CLS DRM SET ANNEE; 


où ph, p#, ... sont les ordres des groupes contenus dans 
I et qui sont permutables avec les substitutions U. Plusieurs 
des nombres @4, ©, ... peuvent être égaux; ils peuvent 
même être nuls, mais ils sont au plus égaux à &« — 1. La quan- 
tité entre parenthèses a en tout cas la forme 1 + np. 


214. Nous allons étudier de plus près le groupe K et mon- 
trer que p ne peut être divisible par p. Puisque H est per- 
mutable avec toutes les substitutions de K, on peut, si l’on 
considère une équation dont le groupe est K, réduire K à H, 
au moyen d’une équation auxiliaire du degré p dont toutes 
les racines peuvent être exprimées rationnellement à l’aide 
de l’une d’entre elles, et dont le groupe est d'ordre p (203). 
Ce groupe doit contenir une substitution d'ordre p, si pr est 
divisible par p. 

Cette substitution, par rapport aux quantités désignées 


(203) par 0,, 0, ..., peut être remplacée par une des substi- 
tutions T (203); la puissance p de cette substitution doit 
laisser 0,, @,, ... inaltérées. Comme cela n’a lieu que pour 


les substitutions S, T? est l’une d'elles, ce qui exigerait que 
l'ordre de T fût une puissance de p, ce qui est contraire à 
notre hypothèse. 1 n’est donc pas divisible par p. 

On voit ainsi qu’un groupe d'ordre Æp*, où k n’est pas 
divisible par p, doit contenir un sous-groupe imprimitif 
d'ordre p* ou un groupe linéaire d'ordre p si x — 1. Le groupe 
d'ordre p* est contenu dans un autre d'ordre pp* avec les 
substitutions duquel il est permutable, et l’on a 


k = p(np +1). 
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215. Si k<p, on à kw; soit alors u — pl, où p, dé- 
signe un nouveau nombre premier qui ne divise pas p. Si 
Mi Pr l'équation auxiliaire de degré x pourra être ré- 
duite à une équation résoluble par radicaux, au moyen d’une 
équation de degré p,; si l’on peut ainsi continuer jusqu’à ce 
que l’on obtienne une équation auxiliaire dont le degré et 
l’ordre soient des puissances d’un nombre premier, l'équation 


proposée est résoluble algébriquement (SyLow, Math. An- 
nalen, V). 


Équation de Hesse. 


216. Hesse a étudié une équation du neuvième degré, dans 
laquelle deux racines quelconques a, b sont liées à une troi- 
sième par les relations 


c—@(a 0} bso(æ. ce), D oibSor 


o désignant une fonction symétrique et rationnelle. 

On rencontre cette équation quand on cherche les 9 points 
d’inflexion d’une courbe du troisième degré. Au sujet de ces 
points on a le théorème suivant : toute droite passant par deux 
points d’inflexion passe par un troisième point d’inflexion. 
La condition pour que trois de ces points soient en ligne 
droite prend la forme c—o(a,b), où a, b, c sont trois ra- 
cines de l’équation du neuvième degré qui détermine les 
points d’inflexion. L’équation c — o(a; b) n’est satisfaite que 
si les trois points a, b, c sont en ligne droite. 


217. Le groupe de l’équation ne peut contenir que des 
substitutions qui remplacent les trois points a, b, c par trois 
autres en ligne droite (193). 

On peut prendre deux points sur neuf de 72 manières; 
de cette manière chaque droite est obtenue 6 fois, et il existe 
12 lignes droites distinctes passant par trois inflexions. On 
arrive au même résultat en observant que par chaque point 
passent 4 des lignes en question; leur nombre est donc 
F0 MO EI 2 
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De 3 points en ligne droite partent donc 9 lignes droites, 
abstraction faite de celle-ci; les 6 autres points se trouvent 
donc sur les deux droites restantes. 

Maintenant représentons chaque point d’inflexion par deux 
indices ; le premier de ces indices sera o, 1 ou 2 suivant que 
le point sera sur la première, la deuxième ou la troisième de 
ces lignes; sur les 9 lignes restantes choisissons-en 3 de la 
même facon et donnons au point le second indice o, 1 ou 2 sui- 
vant qu’il sera sur la première, la deuxième ou la troisième. 
De cette manière les points seront représentés par les élé- 
ments du tableau 


(oo)  (o1)  (o2), 
(O0) ROLE ErA) 
(20) (21) (22); 


les points représentés par les éléments d’une même ligne ou 
d’une même colonne sont alors en ligne droite. 

On ne peut ranger ces points de manière à voir les 6 autres 
lignes parce que 3 points d’inflexion au plus sont réels. Les 
deux lignes droites que l’on ne voit pas et qui passent par 
le point (00) sont nécessairement 


(oo) (tr) (22), 
(oo) (12) (21); 


les autres lignes sont déterminées d’une façon analogue, et 
l’on voit que si 3 points sont en ligne droite la somme de 
leurs premiers et de leurs seconds indices est divisible par 3. 


218. Désignons ces indices par + et y, et considérons les 
substitutions qui remplacent æ et y par ax+by+c et 
dx + bd, y + c;, les nombres étant pris suivant le module 3; 
alors, après la substitution, 3 points en ligne droite seront 
remplacés par 3 autres points encore en ligne droite, car si 


HE Lo TT L3 = ÿ1 Yo als = O, 
on a encore 


ax + by + C++ Aa Le + byat+ c++ ax3+bys+e=o. 
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La notation 
(x,Y7; ax+by+c, ax+biy +c) 


représentera une substitution des 9 points, si l’on exclut les 
valeurs de a, b, a;, b, pour lesquelles ab, — ba, =0o. Ces 
substitutions forment un groupe, car le produit de deux 
d’entre elles donne une substitution de même espèce. c etc, 
peuvent être pris égaux à o, 1 ou 2; si c et c, ont été choisis, 
a et à ne doivent pas être à la fois nuls; si & et b ont été choi- 
sis, &, et b, peuvent être choisis de 6 manières différentes; 
l’ordre du groupe est donc 9.8.6. 

Le groupe en question remplace 3 points en ligne droite 
par 3 autres points en ligne droite; nous allons voir qu’il 
contient toutes les substitutions qui jouissent de cette pro- 
priété. 

Soit T une semblable substitution qui remplace (00) par 
(æB), (or) par («B.), elle devra remplacer (02) par (2, B2), 
de telle sorte que 


a+a+a=8 +f$i+f =o; 
la substitution 
S—=(x,y; ax+by+a, ax+biy +$f;) 
du groupe produit cet effet quand 
b+a= ui, bi+8B==6:;, 


si T remplace (10) par (436.), la substitution S produira cet 
effet si 
a+a—= 3, a+8b= 83. 


On voit facilement que la substitution T est maintenant 
bien déterminée, et cela par cette seule condition que 3 points 
en ligne droite sont remplacés par 3 autres en ligne droite; 
et comme la substitution S déterminée jouit de cette pro- 
priété, S et T sont égales. 
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* G contient ainsi les substitutions qui n’altèrent pas la va- 
leur nulle de o(a, b) — c. Alors G est le groupe de l’équation 


ou le contient. 
G contient le groupe G,; formé des substitutions 


(tr: ax + CC, ayi+ ci), 


où a est égal à r ou 2, et où c et c, peuvent recevoir leurs 
trois valeurs. Ce groupe du dix-huitième ordre est permu- 
table à toutes les substitutions de G. Si l’on cherche 3 droites 
contenant les 9 inflexions, on voit que G, ne contient que les 
substitutions de G qui échangent ces lignes; comme il existe 
12 lignes triples et qu’une ligne triple détermine les deux 
autres, il existe 4 lignes triples qui doivent se déterminer au 
moyen d’une équation du quatrième degré dont les racines 
réduisent le groupe G à G:. 

On peut encore réduire le groupe G à G; en résolvant une 
équation abélienne du degré 9.8.6:18 — 24. Cette équation 
n’est autre chose que la résolvante de l’équation du quatrième 
degré et se trouve résolue dès que celle-ci l’est. Au lieu de 
réduire le groupe G à G,; pour la fonction des racines, on 
aurait pu le réduire par l’adjonction successive des radicaux 
qui servent à résoudre l’équation du quatrième degré. 

On divise ainsi l'ordre de G par 24. 

G, contient le groupe G, du troisième ordre 


(0 TL, + C1) 


qui est permutable avec les substitutions de G,; le groupe Q,; 
peut être réduit à G2, en adjoignant les racines d’une équa- 
tion du troisième degré qui fait connaître les 3 droites d’un 
triple, ou en adjoignant les radicaux qui servent à résoudre 
cette équation. 

Le groupe est alors réduit aux puissances d’une substitu- 
tion régulière du troisième ordre; il est donc intransitif, et 
l'équation se trouve réduite à 3 équations du troisième de- 
gré; ces équations sont abéliennes, le groupe se trouvant 
réduit à 1 en adjoignant une racine arbitraire. 
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Groupe de monodromie d'une équation. 


220. Soit 
Ce, k) AU 


une équation contenant un paramètre indéterminé #; pour 
plus de simplicité, nous supposerons les coefficients numé- 
riques. Si l’on suppose « connu, l'équation possède un groupe 
déterminé G. : 

Une fonction rationnelle © de Æ et des racines qui reste 
inaltérée par les substitutions de G peut être exprimée ration- 
nellement au moyen de kÆ et des nombres connus; elle doit 
donc être monodrome par rapport à k, c’est-à-dire qu’elle 
doit avoir une valeur déterminée pour une valeur donnée de 
k, et reprendre cette même valeur quand k, après avoir varié 
d’une manière quelconque, repasse par sa valeur primitive. 
La fonction reprend après la variation de kÆ sa valeur numé- 
rique primitive, mais sa forme algébrique peut avoir changé, 
la variation de Æ pouvant avoir amené une permutation entre 
les racines. 

Si l’on fait varier Æen lui faisant prendre toutes les valeurs 
réelles ou imaginaires, on produira des substitutions entre 
les racines; ces substitutions forment un groupe, car si Æ en 
suivant un chemin fermé produit une substitution S et en 
suivant un autre chemin fermé il produit la substitution T, 
en suivant successivement ces deux chemins il produira la 
substitution TS. Ce groupe porte le nom de groupe de mono- 
dromie par rapport à £. Nous le désignerons par H. 


991. Les substitutions du groupe de monodromie n'’altè- 
rent pas une fonction monodrome de k. En effet, si Æ suit un 
chemin déterminé, il en résulte une substitution déterminée 
correspondante, et, comme la fonction est monodrome, cette 
substitution ne le change pas, puisque la fonction reprend la 
même valeur quand Æ revient au même point, quel que soit 
le chemin suivi. 

P: 20 
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Réciproquement, une fonction est monodrome quand elle 
n’est pas altérée par les substitutions de H. Car ces substitu- 
tions correspondent à tous les chemins que peut suivre À. 


999, Le groupe KH est contenu dans G. Toutes les substitu- 
tions de H laissent, en effet, une valeur rationnelle d’une 
fonction rationnelle des racines et de Æ inaltérée, car cette 
fonction est monodrome. 

Mais il fautremarquer que H ne contiendra nécessairement 
pas toutes les substitutions de G; en effet, de ce qu’une fonc- 
tion est monodrome, il n’en résulte pas qu’elle puisse s'ex- 
primer rationnellement par des quantités connues ; elle peut, 
par exemple, contenir des radicaux et G ne se réduit à H 
qu'après l’adjonction de ces radicaux. 


293. Le groupe H est permutable aux substitutions de G. 
Soit Y une fonction des racines invariable par les substitu- 
tions de H, mais variable par les autres substitutions. Elle 
sera monodrome en * et par suite exprimable rationnelle- 
ment au moyen de Æ et de coefficients irrationnels; appelons 


a, b,c, ... ces coefficients; la fonction d satisfait à une 
équation irréductible ; on obtiendra des relations entre a, b, 


c, ... en écrivant que Ÿ satisfait, quel que soit 4, à cette 
équation. On peut donc former une équation telle que a, b, 
€, ... s'expriment rationnellement au moyen d’une de ses 


racines (74), et, si l’on adjoint ses racines, G se réduira à un 
groupe qui ne pourra contenir d’autres substitutions que 
celles de H. Ce groupe sera donc H, car l’adjonction d'irra- 
tionnelles numériques ne saurait réduire ce groupe. H est 
donc permutable avec les substitutions de G (202). 


224. Considérons, par exemple, l'équation qui fait con- 
naître cos > au moyen de Â—cosz. Appelons mi, æ, x, 


3+2p 


. s 2DT el: . . 
ses racines, Où 4, — COS ——; adjoignons coss et sins; si 


3 varie d'une manière continue, coss et sins reprennent les 
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mêmes valeurs quand z croît de 2p tr, p désignant l’un des 
nombres 0,1, 2, ...,n —1; la racine x, se changeant alors en 
Zr+p, le groupe de monodromie de l'équation par rapport à 
sins et coss est le groupe linéaire de degré 


P+p 
r ] 
et, comme ce groupe est permutable avec les substitutions 
du groupe algébrique, celui-ci à la forme 


ADN, 
r ? 


- r . . LT 27F 
il se réduit au groupe de monodromie en adjoignant cos 


0 
ef 
n 





LOT ; Ë 
sin —, car on voit facilement que dans ce cas 
U(Tp+1; Tp) = 0, 


où Ÿ est rationnel et cette équation ne subsiste que pour les 
substitutions du groupe de monodromie. 





CINQUIÈME PARTIE. 


SUR LES FORMES. 








COVARIANTS DES FORMES BINAIRES. 


Formes et substitutions linéaires. 


1. Nous désignerons par a% la forme binaire générale 
d'ordre 7 


IL TONTEEN 
(1) af = ax? + - ax? ro + Cr 10) LA HP Ds NE ne CLÉ 
L ME 
OÙ Go; Ai, -.., An Seront ce que nous appellerons les coeffi- 


cients; si l’on fait a —0,1et si l’on regarde x; : x,-comme 
inconnue, on obtient l'équation générale du degré ». 


2. La forme est transformée par une substitution linéaire, 
quand on pose 


; æx [oi : —_ e { 
(2) Li = 11 E1 + A2 É0; Lo — L2161 + X292G2) 


et l’on suppose le déterminant 


(3) De 





Œ21 22 





différent de zéro; si l’on a plusieurs formes analogues «7, 
bi, ..., 11 sera sous-entendu qu’elles sont transformées par 
la même substitution. 

Quand on effectue la substitution, la forme se change en 
une autre de même ordre, mais avec de nouveaux coeffi- 
cients aÿ, &,, .... qui dépendent des anciens et des coeffi- 
cients de la substitution (2); on peut effectuer deux sub- 
stitutions successivement : cela revient à effectuer une seule 
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substitution, mais cette troisième substitution n’est pas la 
même quand on change l’ordre dans lequel on effectue les 
deux premières; toutefois, le déterminant de la troisième est, 
en tout cas, le produit des déterminants des deux premières. 

3. La substitution la plus générale résulte des quatre sui- 
vantes (voir k1) : 


k PORN ART Lo = ko, 

2° Li — ét Lo — LE, 

sis Li = 1 + ME, LE CU 

4° tL1= Ëts Lo = 221 + Ëo 


dont les déterminants sont Æ?, {, 1 et r. La substitution obte- 
nue en les effectuant successivement aura pour déterminant 
21; c'est la plus générale, parce qu’elle contient les quatre 
paramètres Æ, /, «,, &, et l’on voit facilement qu’on peut les 
déterminer sans ambiguïté quand on se donne les coefficients 
de (2). Excepté pourtant lorsque x,,—=0 ou &—0; alors, 
en effet, ils sont infinis; comme, dans ce cas, æ,, et æ, ne 
peuvent être nuls, nous admettrons encore une cinquième 
substitution simple qui échange seulement les variables; elle 
à pour déterminant — 1 et change a/en a, 


Symboles. 


k. Nous regarderons les lettres a, b, ..., À, B, ...,dans ce 
qui va suivre, comme des symboles dont les puissances seront 
remplacées par des indices; ainsi nous aurons 


(a)r='er, CONEUT (A)}3= A3, AS 


x 


mais 2 sera toujours égal à ou inférieur à l’ordre de la 
forme, car a, n’a plus de sens dans le cas contraire. Nous 
pouvons alors écrire 


(4) at = {ti Eau)", 


si, après avoir appliqué la formule du binome, nous écrivons, 
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au lieu du premier terme, 
Diarra ie as re 


Nous considérerons ensuite une différentiation symbolique 
pour laquelle nous ferons usage de la caractéristique À, ; elle 
consistera à appliquer les règles ordinaires de la différentia- 
tion aux puissances symboliques. Ainsi, on posera 


da =Aia)l= pla) DA "1: 


On voit donc que l’on n’a qu’à différentier en regardant les 
indices comme des exposants. Nous donnerons encore quel- 
ques exemples : 


Aa = mar \Aiap= pra À ap-1, Asa 10, 
Ai(&;a>— aî) = 0, Adai = aa + 64443. 


Coefficients et fonctions transformés. 


». Lorsque l’on transforme la forme (1), on obtient une 
forme de même ordre avec de nouveaux coefficients @«, 
a, --., et il en est de même pour toute autre forme. Soit uw 
une fonction entière et rationnelle des variables et des coef- 
ficients d’une ou de plusieurs fonctions, homogène en x, 
et æo. Si, dans w, nous remplacons les coefficients par ceux 
des formes transformées et æ,, x, par £;, £ respectivement, 
nous obtenons une nouvelle expression w'., Maintenant, dans 
u', remplacons les nouveaux coefficients et les variables ë, 
et & par leurs valeurs en fonction des anciens coefficients et 
des anciennes variables; si alors w’ ne diffère de & que par 
un facteur dépendant seulement des coefficients de la sub- 
stitution, on dira que « est un coeartant de la forme, ou un 
covariant simultané des formes s’il intervient plusieurs 
formes dans l’expression de w. Les considérations qui vont 
suivre ont pour objet la recherche des covariants et leur 
mode de dépendance. Pour obtenir des covariants, nous cher- 
cherons les conditions pour que « reste invariable quand on 
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effectue les cinq substitutions particulières dont il a été ques- 
tion plus haut. 


6. La première substitution donne 
RU RP PE pd Éd Le 


On voit que tout covariant de a doit être homogène par rap- 
port aux coefficients de cette forme; si son degré par rapport 
aux variables (que l’on appelle son ordre) est p, si son degré 
par rapport aux coefficients (que l’on appelle son degré) est 
g, la substitution considérée multiplie le covariant par 4"£-?. 
Si l’on considère un covariant de plusieurs formes des degrés 
A; Ty, os ..., Ot Si les degrés d’un de ses termes par rapport 
aux coefficients de ces formes sont respectivement £g, g1;, 
Las ..., 2ng sera le degré de tous ses termes et le covariant 
sera multiplié par 42*8-? après la transformation. 


7. La seconde transformation donne 
ay = lag, by == la by, É — T1, Éo == Los [ 


Si l’on désigne par » le degré de A dans un terme Are en 
y regardant les indices comme des exposants (c’est ce que 
l’on appelle le poids de A), ce terme sera multiplié par À; 
y — 5 doit alors avoir la même valeur pour tous les termes d’un 
covariant. Si l’on ordonne le covariant comme les formes, le 
poids de chaque coefficient devra être supérieur d’une unité 
au poids du coefficient précédent. 


8. La cinquième substitution change &,_,en a,, «en x,et 
vice versa; ce changement ne doit pas altérer un covariant, 
ou doit simplement le multiplier par — 1. Soit 


(5) Aoct + PAsap trot... + Apart 
le covariant, la substitution change A, en + A,. Si y est le 


poids de À,, À, sera de poids v + p. 
Mais A, A, doit être de poids Zng, car, si dans AA, il entre 
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un facteur a, ou b,, il doit aussi y entrer un facteur @a,_,, 
On,—gs --.. On a donc 


(6) p = 2ng — 29, 


ce qui montre que l’ordre d’un covariant est déterminé quand 
on connaît le poids et le degré de son premier coefficient. 

Si l’on effectue successivement la première et la deuxième 
substitution, le covariant est multiplié par 42*8-r = (K?1)". 
Or Æ?l est le déterminant de la substitution résultant des 
deux premières, la troisième et la quatrième substitution ont 
pour déterminant 1 et ne changent pas le covariant, comme 
nous le verrons plus loin; il en résulte que : 


Une substitution quelconque de déterminant D multiplie 
un covariant par D", v désignant le poids du premier coejji- 
ctent du covariant. 


9. Nous avons vu que tous les coefficients d’un même cova- 
riant z ont le même poids ou, comme nous le disons, sont ho- 
mogènes en indice et sont de même degré, c’est-à-dire ho- 
mogènes dans le sens propre du mot. On aura donc, en vertu 
de cette dernière propriété, 

du ou ou 


DER = mt Root) 
0@ da; An 





— Us: 


L'homogénéité en indice fournit une équation analogue. 
Si nous faisons, en effet, 


Co LŸ; = 
nous aurons 


me a de. nie Datd 
= Or qz le ie q 1 0x3 DL 


ou 
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10. La troisième substitution est 
Li — El + di Éo) To — Éo; 
elle change a =(x,+ am)" en 
[éi+ (a+ m)éo]?. 


Les coefficients de la forme transformée dépendent donc de 
ceux de la forme primitive au moyen d’une équation symbo- 
lique qui exprime que le symbole reçoit l’accroissement «. 
On a alors 





; TL 

ce que l’on peut encore écrire 

' ARR ATRE AA 

(9) AGP per DC rt La dr 


où A’ représente A,A.. 

Nous avons là une analogie frappante avec la formule de 
Taylor et, si nous observons que cette dernière formule peut 
se démontrer en s'appuyant sur ce fait qu’elle est valable 
pour aP et l'accroissement &, donné à a, et qu’on peut la 
cénéraliser en considérant plusieurs variables recevant des 
accroissements divers, on pourra l’étendre à des symboles; 
si nous Supposons que tous ces symboles reçoivent le même 
accroissement «,, la formule de Taylor donnera 


PAT DUR OLD RE 
u — EVE METEO P* Amelie 


et, en faisant usage de la notation différentielle symbolique, 


%1 2 a? 
(10) u=u+Au— + Aîu— +..., 
1 1.2 


u désignant une fonction entière des coefficients d’un 
nombre quelconque de formes et w' la fonction transformée. 
Si les variables entrent aussi dans w, on à 


= Li — di Lo, Éo = Lo; 
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et l’on trouve 


19 





, ou ou \? à 
(ir) u=u+{Aiu—xo— | a+ (Au —xo — 
0x; OT , 12 


formule dans laquelle les exposants des parenthèses doivent 
être considérés comme plus haut. 
La formule (11) montre que les covariants doivent satisfaire 
à la relation 
du 
12 AjU—Xo— —=0 
d'où il résulte 
uU — U. 


Si æ, et &, n’entrent pas dans &w, on a seulement 





(13) M0 

ou 

Cid ou ou Te ou 7 ou 

I. Ag — +24 ÉER AGret —- — +... 
4) lOa; ot Palo °d 


Au surplus, (12) peut être considérée comme un cas parti- 
culier de (13), si l’on y considère — x, et x, comme les coef- 
ficients d’une forme adjointe du premier degré. 


11. La différentiation symbolique abaisse d’une unité le 
poids de chaque terme, sans changer les lettres; pour un co- 
variant w, les termes de (12) qui contiennent les mêmes let- 
tres au même degré doivent se détruire entre eux. Nous pou- 
vons en conclure qu’un covariant est homogène par rapport 
aux coefficients de toutes les formes ou se décompose en plu- 
sieurs autres. Un covariant pourrait aussi se rapporter à des 
formes contenant des variables différentes, æo, &15 Vos Y1--.3 
il devrait alors être homogène par rapport à chaque paire de 
variables, et dans (12) il s’introduirait de nouveaux termes de 
la forme 





—YQ EP . 
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12. La quatrième substitution transforme a” en 


[éi(i+ aa) + abo]?, 


alors 





dy = (+0) PE RS Ap+1@2 +... 





Go A2 a? 


His, 


À, désignant une opération identique avec À,, à cela près que 


a) doit étre lEMPMCÉPDANG 270 1DaTEDr RO nIAlOnt 
A2 @o = RG, Aag=(n — q)agr, 
A2 An—1 = An, A9 Qn = 0. 


La condition pour que «x soit un covariant est alors 


du 


(15 ÂAU—%Xi — =0 
) SEA , 


et l’on a, en général, 





Ou \ 2 OH 200 
(16) U== + Aou — Æj — — + AQU— Xi — : HO 
DEEE dTo 


formule qui doit être généralisée comme (1r), si l’on a affaire 
à plusieurs paires de variables. Si les variables n’entrent pas 
dans &w, (15) donne 


(17) Ut=r0 
OU 
(SN OPA REIN PEN AU CE Es PRE 
= 1 — nl —]I —© + An ———— + 7 PORTO 
| 0& MEN PUR PP MENT SET NET 


143. Nous allons maintenant montrer comment les coeffi- 
cients d’un covariant dépendent de l’un d’entre eux. Soit le 
covariant 


Æ —1) 0] 
(19) K= Aoat+ ÉAiat ro Ron ie xi+...+Apat +... 
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Supposons que g soit le degré et v le poids de AÀ,, de sorte 
que 
B — ns Ai Ne 


Nous avons vu que À, est de degré £ et de poids v + gq. 
Si nous appliquons à K la formule (12), nous trouvons 


U 1(lt — 1) 
Qi, ; U—1 To U—2 , 
Ai ox + rAAai Lo + ——— ArAatt  r$ +. .+ Ai Auf 


. 


| 4 2 2 ; U 
—Aox PSE Lio. LAU-12) 


et, comme cette quantité doit être identiquement nulle, 


AS = O, AA; = A); Aphs— 2 À, De A1 Ag = qAg-1. 


On voit que l’opération À, a le méme effet sur les coefjt- 
cients d’un covariant et sur ceux de la forme. 
Appliquons à K Ia formule (15), nous trouvons 


, L La LE (Le =" 1) LE » 
A2 AoxŸ IE TA Pre me 2 x? noie + AA xt 
A(U— 7) hs 
es “Ai ai — ; A) ï Pr 


CUT AGE 07)) U—2 ,,9 Fe —1 
— ——— Aysx Ai —.,.— —A : 
1.2 PA èE) PME 


d’où l’on conclut 


A>Ap = 0, A9 Ap-1 = Ah; . 
A5Ag=(U—q)Agr1, DRoIDR AA —= A1. 


Ces formules montrent que l'opération À, s'applique d’après 
les mêmes règles aux coefjicients d’un covariant et aux coef- 
Jfictents d’une forme de même ordre que le covartant. 

De ces théorèmes, il résulte qu’un covariant est entieè- 
rement délerminé quand on connaîl un quelconque de ses 
coefficients, car au moyen des deux opérations on peut dé- 
terminer tous les autres. En particulier nous remarquerons 
que A, satisfait à l’équation A, A,—o et A, à l’équation 
A,A,—0o. Les fonctions qui satisfont à ces deux équations 
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seront ce que nous appellerons des semi-tnvartants; ils se- 
ront de première espèce ou de seconde espèce, suivant qu'ils 
satisferont à la première ou à la seconde ("). 

Un covariant d'ordre nul satisfait aux deux conditions et 
on l’appelle un énrariant; pour un semblable covariant, on 
a Èng— 2». Les deux espèces de semi-invariants se déduisent 
les uns des autres en changeant a; en a, y, b, en 0n,-9» + 
Il en résulte qu'un invariant, par un semblable changement, 
doit rester inaltéré ou changer seulement de signe selon que 
son poids est pair ou impair; car le changement se produit 
par la cinquième transformation. 

Les covariants deviennent des invariants lorsque l’on re- 
garde les variables comme coefficients de formes linéaires 
dont le premier terme est négatif. 


Semi-invariants. 


14. On voit facilement que 
(@i —- a@o )* 
est un semi-invariant de première espèce, car 
Ai(ai— ao) = pa — aa) 1(ao — &o) = 0; 
; Es % += SATA se 
il se trouve représenté par a; —(x,+ ax,})", si l’on rem- 
place +, par a, et x, par — à,. Il est nul identiquement pour 


bu =—=1; pour les autres valeurs de px, on à, en divisant par @, 
qui est lui-même un semi-invariant, 


(20405 ="4;, C3 = ApA3 — A}, C3 = A$ 43 — 34) A2 +24; 


n est la plus grande valeur que puisse prendre pr. 

A l’aide de ces n—1 semi-invariants, on peut exprimer 
en fonction entière tous les semi-invariants de a%, après les 
avoir multipliés par une puissance convenable de «. 





(*) Parfois, quand nous parlerons de semi-invariants, sans en désigner l’es- 
pèce, il faudra sous-entendre qu'il s’agit de semi-invariants de première espèce. 
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Dans Cu, le premier terme est Gr el ay, n'entre que 
dans ce terme. On peut alors éliminer d’un semi-invariant 
donné U, au moyen des équations (20), les quantités @,, an_1; 
Ans -.., @ @t l’on n’introduit ainsi que des dénominateurs 
puissances de &,; on obtient ainsi 


U=A+Ba+Cai+..., 


A, B, C, ... désignant des fonctions entières des c divisées 
par des puissances de c,. À, B, C,... sont ainsi eux-mêmes 
des semi-invariants et l’on a 


AU=Ba+2Caoa +.... 


et cette quantité n’est identiquement nulle que quand 
B—C...—o, car les c et a peuvent être considérés comme 
indépendants. 

On voit, de même, qu'une fonction U, telle que A?U — 0, 
peut être ramenée à la forme À + B a,;, etc. 

D'une manière toute semblable on verrait que des semi- 
invariants simultanés, abstraction faite de multiplicateurs 
puissances de &, bo, ..., peuvent être exprimés en fonction 
entière et rationnelle des c et de leurs analogues ainsi que 
de semi-invariants de la forme &,b, — b,a,;. Enfin, on aurait 
des théorèmes analogues pour des semi-invariants de se- 
Condeespeceernchangeanta/ eng; , etc. 


15. Il est facile de trouver l’expression d’un semi-invariant 
donné de a” en fonction des c. Si l’on pose, en effet, a; — 0, 
cu se réduit à aÿ "au; il suffit alors de multiplier le semi- 
invariant par une puissance de a, telle que son degré de- 
vienne égal à son poids (tous les c, excepté c©,, jouissent de 
cette propriété), et alors de poser a; = 0; on à ainsi l’expres- 
sion demandée. 

Par exemple, soit 


d, = aa, — 44;a3 + 3 a, Aid, = 0, 
en multipliant par af et en posant a =0o,0ona 


aÿ a, + 3(ao@ ), 


PB: 21 
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d’où l’on tire 


C’est ce que l’on peut voir d’une autre manière. 
Le semi-invariant doit rester inaltéré par la troisième sub- 
stitution, et par suite quand on remplace a, par 


Ag Qag—1%i + ..., 


comme &, doit disparaître du résultat, on peut le remplacer 


Sr . . «a 
par une quantité arbitraire; nous le remplacerons par — re 
0 


Si nous multiplions par a}, où y désigne le poids, a, se change 
en &Cy et si l’on divise par af, où g désigne le degré, on re- 
trouve le résultat auquel nous sommes parvenus tout à 
l'heure. 


On aurait pu remplacer «, par _ et en multipliant par 
#0 
une puissance de æ,, a, se serait changé en «7; donc: 


Un semi-invariant quelconque, multiplié par une puissance 


convenable de x,, peut s'exprimer sous forme entière au 


MOVE ACTE NS Ne 


Par exemple, on à identiquement 
ti(ta— 4aias+ 3ai) = ak — 4al ai, + 3(a2 y. 


Ce théorème s'étend sans difficulté aux semi-invariants si- 
multanés. On a, par exemple, 


Lo(@o by — bo) —= aybi— boal.. 


16. On obtient encore un groupe de semi-invariants en 


posant 


Car on a 
Ady=p(a—b)t1(1—1)= 0. 


Si l’on pose b — «a, on obtient des semi-invariants relatifs 
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à la forme «7, qui, pour u impair, s’évanouissent identique- 
ment; ainsi 
| dy = aya> — a?, 
en d, = ta, — {az + 342, 
| ds = Aoas — 64 ax + 15424, — 10 4, 


de atete,.s,9 ee SA eo Te HIT delta re 'erela ls ec ssl re 


Ces quantités peuvent servir, au lieu de ©, c,, ...,à expri- 
mer un semi-invariant; et, par ce nouveau procédé, on intro- 
duira en dénominateur une puissance moins élevée de &. 


17. Il est facile de trouver la signification des semi-inva- 
riants c; en effet, si en appliquant la troisième substitution 


Ld « « 
on pose «, égal à — “re le second terme de la forme transfor- 
0 


£ »7 : : : LUE &i \P : « 
mée s’évanouit et a, se réduit à (a— m) qui, abstraction 
0 


faite du facteur aï7!, se réduit à c,; donc: 
Si l’on transforme la forme de telle sorte que son second 
terme s'évanouisse, on trouve 





Cn y 
A 


" 
7 Ca 7 C3 
Cr n—2%9 ; n—323 2 
0 


2 
2 ai 


Si l’on égale cette forme à zéro, on obtient une équation 
dont les fonctions symétriques des racines pourront s’expri- 


C: C C . z 
mer au moyen de a AU ...) Fa ses racines dépendent des 
0 0 0 


différences des racines de l'équation non transformée; on a, 
en effet, 





di » » T1 ét a 
Li = E1— — Éo; Lo — 50 et ee Mo 
€ To C0 (441) 
où 
n«) La 
— — = DS . 
do Lo 
Ainsi 
I 
ARE 
£o n 
2 


à désignant la différence entre ne et une autre racine. 
0 
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En ce qui concerne les semi-invariants de seconde espèce, 
il n’y a qu’à remplacer les racines par leurs inverses. D’ail- 
leurs, il est facile de voir que la troisième substitution ne 
change pas la différence de deux racines et que la quatrième 
ne change pas la différence de leurs inverses. 


. A ea 
18. Si l’on remplace &, par on A, et À, désignant les 
0 


deux premiers coefficients d’un covariant, on trouve 


PE («— DE 
0 

c'est un semi-invariant qui, multiplié par A?, est ramené à 
la forme entière. On obtient ainsi 2 — 1 nouveaux semi-inva- 
riants par lesquels, à l’aide de A,, un semi-invariant quel- 
conque, multiplié par une puissance convenable de A,;, peut 
s'exprimer sous forme entière etrationnelle. A,, comme nous 
le verrons, est un semi-invariant arbitraire qui n’est pas un 
invariant; si l’on exprime de même A,, on obtient une rela- 
tion entre les semi-invariants dont on a fait usage. 

En effet, comme celui qui correspond à €, ne s’évanouit 
pas, on à, dans ce cas, 2 semi-invariants, tandis qu'il n’existe 
que z — 1 semi-invariants c. 


19. Il existe entre les opérations A, et À, une dépendance 
que l’on met en évidence comme il suit : on a 


ou ou 
oay Aou E(n—h)ay+ day” 


Au = 2uay- 
si l’on forme À, A,u et A, A, u, on voit immédiatement que les 
termes qui renferment des dérivées du second ordre sont 
les mêmes; les autres sont | 


ou 0 
E(u+1)(72 — W)au et Ep(r—u+Ii)ay : 
(A 





day, 
On a donc, quel que soit le semi-invariant w, 


(22) AjAau—AoAju = (ng—320)u. 
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Si w contient les coefficients de plusieurs formes, on doit 
remplacer n2g par Zng. 


Covariants. 


20. Nous avons vu que les coefficients d’un covariant de- 
vaient satisfaire aux deux séries de relations 


AÂg= qAg1, AAÂg=(u—q)Agr: 


En outre, on a 


ZnS—2Nt= y, 


£. désignant l’ordre du covariant, £g le degré et v le poids de 
A. 
Nous pouvons montrer que la dernière condition peut rem- 


placer une des séries de conditions trouvées plus haut, pourvu 
que nous ayons encore égard aux relations 


A A5=0 ou A2Ay = 0. 
On a, en effet, 


A5 Aÿ — Lu A: ou NYAS ARE mA1A:; 


mais 
À A2 Ào = AoA1A0+ (2729 — 2v)Ào = pAo; 


donc 
AA: — A0. 


De plus, on a 
A>A1=(um—1:1)A2, AiA2A1=(um—1)A: 10, 


mais 
A4 A2 A4 = AoAiA1+ (Eng —92v—2)A;: 
— A Ao+ (pe — 2)A1 = 2(u —1)Au, 


donc 
A1 A9 = 2A:, 


et ainsi de suite. 


Tout semi-invariant détermine donc un et un seul cova- 
riant. 
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Le semi-invariant à, détermine la forme donnée (la forme 
fondamentale). 

Il en résulte que les covariants dépendent les uns des 
autres de la même manière que les semi-invariants qui les 
déterminent. Si l’on a, par exemple, 


À) = Bo Co + D,, 


et si l’on remplace B,, G et D, par les covariants qu'ils dé- 
terminent, on obtient un covariant dont le premier terme a 
pour coefficient A,, ce covariant n’est autre que celui qui est 
déterminé par À,, car il n’y en a qu’un qui soit ainsi déter- 
miné. 

Les théorèmes démontrés plus haut, sur les semi-inva- 
riants, en donnent d’autres analogues pour les covariants; 
ainsi l’on a, par exemple, le théorème suivant : 


Un covariant appartenant à la forme a%, multiplié par 
une puissance convenable de la forme fondamentale, peut 
s'exprimer en fonclion entière et rationnelle au moyen. des 
covariants déterminés par les c. 


On démontre des théorèmes analogues au sujet des semi- 


invariants de seconde espèce. 


21. Nous avons montré plus haut que les semi-invariants 
sont simplement multipliés par une puissance de x, quand 
on y remplace a, par af; il existe un théorème analogue 
pour les covariants. En effet, un covariant n’est pas altéré 
par la troisième substitution; on a donc identiquement 


K = A, (21 — 23 Xo + Ë A (Xi — Gito)t1 +...+ Aix, 


ou, en remplaçant &« pari: TZ, 
K—A,x}, 


où A, représente la valeur transformée de A,. Le change- 
ment dont nous avons parlé remplace a, par af : x4, en sorte 
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que À, acquiert le dénominateur æ*+4 où » désigne le poids 
de À; ainsi : 


Un covariant multiplié par xY est représenté par son der- 


nier coefficient dans lequel on remplace a,, by, ... par ak, 
DESRUR 


On arrive au même résultaten donnant dans A, au symbole 
u u TX E 

l'accroissement — = et en développant par la formule sym- 
«40 

bolique de Taylor. 


Exemple. — A l’aide de c, et pour n—4, on forme un cova- 
riant d'ordre 
on à 


A0 Goa3— a},  2A1= ad; — ajax, 61À2= ao, +24 43 — 3aë, 
2 À2 — di Ai — A3, À, = Ga &, — ai, 


et le covariant peut s’écrire 
[ar ai— (aë)T: ri; 

pour 7 — 2, ©, est un invariant qui peut s’écrire 
[avai — (az) 1:26; 

pour x — 5, ©, donne le covariant 


(Go@2 — af) Xi + (Ay 43 — 142) Xi Lo + (A1 43 — aÿ )aè 


= [aka (az) ]:r8. 


Formation de nouveaux semi-invariants. 


22. Etant donné un semi-invariant, on peut en déduire de 
nouveaux, en remplaçant les coefficients &@s, &y, @2, ... par 
une série de fonctions À,, A;, A,, ... pour lesquelles 


A1À9 = 0, A1 A1 = A, À A2 = 24, 


En vertu de ces équations la nouvelle expression s'évanouira 
quand on la différentiera symboliquement, tout comme l’an- 
cienne. Alors on peut remplacer a, par a; + kb,, k désignant 
une constante arbitraire et à, le coefficient d’une forme 
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adjointe. Un semi-invariant H se transformera en 


H+ (ie bo+ cu bi... )k + 


&o da; 


et comme # est arbitraire, les coefficients de toutes les puis- 
sances de Æ devront être des semi-invariants. Ainsi, un semi- 
invariant H en donne un autre 


je CARE OUI 
er Das = Ode ONE D 
la différentiation symbolique donne 
0 0 0H 0H OH 
(ai) * AGE 22 OH ENS OR RENE 


0& A da 042 


La dernière équation montre que d’un semit-invariant on 


peut en déduire un autre en différentiant par rapport au 
dernier coefficient a». 


Les équations (24) montrent encore que chaque dérivée 
partielle détermine la suivante; H est donc bien déterminée 


0H 0H 
quand on connaît — et en vertu de (7) quand on connaît — 


0&) d&; 
(et l’on en dirait autant des semi-invariants simultanés). 
On voit encore que si a, entre dans H, ay, au, ..., & 


doivent y entrer également. Dans un invariant, à cause de la 
symétrie, il doit entrer tous les coefficients. 

Si, dans un covariant, on regarde — x, et x, comme les 
coefficients d’une forme adjointe — +, + +20, de telle sorte 
que Ati —— 2x5; A,x, = — x,, les conditions de covariance 
deviennent des conditions d’invariance. On peut donc consi- 
dérer les x comme des coefficients et les y comme de nou- 
veaux coefficients ; du covariant K on déduit alors le nouveau 
covariant 


(25) f OK + y 2K 
‘ J1 07: 70 5x0’ 


divisé par le degré de K en x; on lui donne le nom de pre- 
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mière polaire de K. Si K — A2 —=(zx;+Azx,)? on a, pour ex- 
pression de cette polaire, 


J'1 (æi re Axo)P—1 ne AY (æi Se ÂXo )pr1 = AP AT. 


La première polaire de cette expression est la seconde polaire 
de K; elle a pour expression A7? A? et ainsi de suite; d’ail- 
leurs les polaires de K se réduisent à K si l’on fait y, = 1, 
Mo Er. 

Soit, maintenant, K, un covariant, avec deux paires de va- 
riables æ et y et de degré r en y. Si l’on remplace y par x, 
on obtient un covariant K ; soit R la rième polaire de K, K,—R 
doit alors s’annuler pour y = x (c'est-à-dire pour = +, 
Y1= %1) et par suite il doit être divisible par 4:75 — 719 que 
l’on appelle le copartant identique et que l’on désigne par 
(æy). On à alors 





K: = R+ (Er: 


où K, désigne un covariant dont le degré en æeten y est infé- 
rieur d'une unité au degré de K,; si l’on traite K, comme K,;, 
et ainsi de suite, on a le théorème suivant : 


Un covariant qui contient deux paires de variables x et y 
peut se mettre sous la forme 


K=R+Ri(xr) +Ro(xr)?+..., 
les R désignant des polaires de covariants indépendants 
des y. 
24. À l’aide du covariant K, formons le nouveau covariant 


( ) 
LS AQU bi+...+ ae 


d&; V4 n 


où nous pouvons remplacer les à par les coefficients de 
(Y130— Z1Y0)”3; nous trouvons alors le covariant 
OK 0K OK OK 


£ À li -1— 1 à Ty 4 ET ynE 
CT eme ie 7e PP Ce D SAS R CE Sas Per 








VA n—2 


Yo et y1 ont été jusqu'ici regardés comme des constantes; 
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maintenant supposons-les variables, (26) est encore un co- 
variant, car la relation x — Èng — 2y est encore satisfaite; 
posons K = AË et remplaçcons y par æ, (26) deviendra le co- 
0 
An 
de ce covariant et (26) ont une différence divisible par (xy) 
(23). 

On peut aussi prendre K égal à un invariant, (26) sera 
alors un covariant d'ordre nr; si l’on pose dans ce covariant 
Vi=G,Yo— "1, C0NAT6IFOUVEM INVATIANL RELÉeNEDrOCOUART 
ainsi on déduit toujours d’un invariant un covariant d'ordre » ; 
au contraire, un covariant d'ordre x ne fournit pas toujours 
un invariant, le résultat pouvant parfois être identiquement 
nul; nous pouvons donner, sous une forme remarquable, la 
condition pour que les choses se passent ainsi. Si le cova- 
riant A7 est déduit de l’invariant J, (26) donne 





variant déterminé par le semi-invariant °\Larrimnolaire 


0J 0J n(r—1) OJ 
A = - — — A = v— ——— A = ———— 7 
: dan” Me VA he) É 12 k 04 d 





en sorte que 
n(n—1) 


1.2 \ 


7) FAR Ao dur — A; dan ne À de => 

Un covariant d'ordre r détermine donc de cette manière 
un invariant quand le second membre de (27) est une diffé- 
rentielle exacte; si cela n’a pas lieu, on obtient un résultat 
identiquement nul. 


25. Lorsque l’on a deux semi-invariants A, et B, la formule 
suivante en donne un nouveau 


(A —B)"= AoBr— = A1Bri+..., 


pourvu cependant que 7 ne soit pas plus grand que l’ordre 
d’un des covariants déterminés par A, et B,. Considérons la 


polaire rième de l’un d’eux 
ur Ar 
Hire nt 


et posons dans cette polaire = 0, æ—=1, Yo=1, Y1——B; 
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nous obtiendrons le semi-invariant (A— B)" que nous appel- 
lerons le rième composant de A et B. 


Tout invariant est le n'°"e composant de a, et d’un autre 
semi-invartant,; nous avons, en effet, trouvé 


J = (A — a}?, A nr 


Ici, (A — a)"-1 est identiquement nul; en effet, si, dans 





I —1 (an —1)(n —2) 
Aoan-i Se À @n—9 + Er ET eur cmie A Qn-3 — © Quc 
I ro 
on fait 
… 49] ONU 
sn PE I TONAIDTR 


le composant multiplié par » devient A,J, c’est-à-dire zéro. 
pue p 


26. Tout semi-invariant est une somme de composants de 
a, et de semi-invariants, dont le degré est moindre d’une 
unilé. 

Dans 


0H SUER 0H SE 0H ; 
He TN IR Et US Das 


gH 


Î 


nous écrivons le second membre 





7 
Aoün ju " AA == 

où, d’après (24), 
A1Ao—0; A A'= A, AA A" Ha 


nous poserons 
A’ = A; + B,, 
À" = A+ 2B;+ Co, 
A"—=A3+ 3B:+ 3C1+ Do, 


À 3 Bos Co, .-. désignant des semi-invariants de degré g — 1. 
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On obtient alors 


n(n — 


(28) gH—=(A— a) — © (B — aÿ1 + ne 


1.2 

comme il est dit dans le théorème énoncé. Il est sous-entendu 
que les ordres de A,, Bs, Co, ... Sont assez élevés pour que 
les compositions puissent être effectuées; tel n’est pas le cas 
lorsque le covariant dérivé de A, est d’un ordre inférieur à 
2 n, les ordres de À,, B,, Co, ... allant en diminuant de deux 
unités. Nous supposerons, par exemple, D, — 0, et nous sup- 
poserons que la formation de C, ne puisse pas être effectuée. 
(La difficulté se présente dans le dernier terme d’une des 
équations précédentes.) On a alors 


ARR Br GS 
AR A NH Ale 


où K est à déterminer; or, de A, A"=— 4A”, on tire 
AK — 3 C: = 


de ce que C, ne peut pas être formé, cela doit tenir à ce que 
A,C,— 0, en sorte que C, est un semi-invariant de seconde 
espèce; il faut montrer qu'il n’existe pas de fonction en- 
tière K, telle que A,K soit un semi-invariant de seconde es- 
pèce. En d’autres termes, il faut montrer que l’équation 
A,A,u —o ne peut être satisfaite que si A;,u — 0. 

Supposons que « soit une solution, effectuons une permu- 
tation symétrique sur les indices; nous obtiendrons une nou- 
velle fonction z,, et alors A, A, u, = o et, par suite, 


AoA1AoUu—=0; 


ce qui nous donne, pour la première équation, la nouvelle 
solution À, w,. 

Soient £ le degré, v le poids de w, A, u, sera de degré get de 
poids ng — y +1. Supposons que « soit celle des solutions 
de degré 2 qui a le plus petit poids, alors 


VEng—V +1 ou 9 — 2 2 — 1. 
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A,u est un semi-invariant de seconde espèce, et si y désigne 
l’ordre du covariant correspondant 


RE AY = U 2; 


ce qui est en contradiction avec ce qui précède, puisque pt 
est positif ou nul. C, doit donc être nul, et le théorème est 
vrai dans tous les cas. 

Nous avons alors à notre disposition un moyen pour former 
tous les semi-invariants; en effet, en composant à, avec lui- 
même on forme les semi-invariants du second degré; en com- 
posant ceux-ci avec &,, on a les semi-invariants du troisième 
degré, et ainsi de suite. 


Exemple : Avec A,—c;2, n—3,on forme l’invariant[voër(21)| 


R = 2(A — A) = 4(A0À2 — Af) = 4(aour — af )(aia3—ai) 
= (&o 43 — [AA do )?. 
Bou = ona 


L 


12(A0A2—A?) = 2(ao@2— af) (@oa;+24aa3— 342) —3 (4 43—41@}, 


ce qui est un semi-invariant du quatrième ordre (ordre du 
covariant correspondant). 

Pournr—2q+1,0naaa;,,, t..-.et, en différentiant par 
rapport à Gg+1, ON à UN seMmi-invariant 


9 
C2q+1 — AG 2q+1 +... , 


Ces semi-invariants et ceux que nous avons appelés d, d,, 
ds, ... peuvent servir à exprimer tous les semi-invariants 
sous forme rationnelle, avec des dénominateurs qui sont des 
puissances de &,, et l’on pourra obtenir ainsi, ordinairement, 
des puissances moins élevées de a&, en dénominateur, que si 


l’on employait les c et les d. 


27. Nous avons vu que tous les semi-invariants, multipliés 
par une puissance convenable de &,, pouvaient s'exprimer 
en fonction entière des c, et, en faisant usage des d et des e, 
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nous avons vu que cette puissance de a, pouvait être abais- 
sée; on peut se demander si, en introduisant de nouveaux 
semi-invariants, on peut parvenir à réduire ultérieurement 
cette puissance de &;. 

On peut enfin se demander s’il n’existe pas un nombre fini 
de semi-invariants d’une forme permettant d'exprimer sous 
forme entière tous les autres. C’est ce qui a lieu effective- 
ment, et Gordan en a donné une démonstration très compli- 
quée en considérant successivement tous les semi-invariants 
de degrés croissants, en écartant ceux qui peuvent s’expri- 
mer en fonction d’autres de degrés moindres; nous ne par- 
lerons pas de cette démonstration, mais renverrons à celle 
beaucoup plus simple de Hilbert (Wathematische Annalen, 
Bd. 33). Sylvester a donné, à l’aide de longs calculs, le 
nombre des semi-invariants nécessaires jusqu’à 7 — 10 (Ame- 
rican Journal, Bd. 2). L'auteur du présent Traité a poussé 
les recherches de Hilbertplus loin (Acta mathematica, Bd. 15 ; 
Theorie der regulären Graphs) et a obtenu des résultats 
qui permettront peut-être de trouver directement les semi- 
invariants en fonction desquels on peut exprimer les autres. 
Nous exposerons ici un problème dont la solution sera né- 
cessaire pour arriver à ce but. 

Si l’on considère l’expression 


Pi= (ti — La) (Xi — La )4... (Mn1 — Æn)%4, 


où P, est de même degré par rapport à tous les x, et si l’on 
forme la somme ZP relative aux valeurs que prend P quand 
on y permute les +, ce sera une fonction symétrique, qui est 
susceptible dans des cas particuliers de s'annuler identique- 
ment. Le problème dont nous avons parlé a pour but de 
caractériser les expressions P, qui jouissent de cette pro- 
priété. 
28. Le premier composant de A, et B, est 
D, — (A—B) — AB: Fr B, A1. 


On l'appelle le déterminant fonctionnel de A, et B, (à pro- 
prement parler, c’est celui des covariants correspondants): 
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si l’on forme le déterminant fonctionnel de D, et d’un autre 
semi-invariant Co, on à 


Do C1 — Co D — A5 B1 C1 — A Bo C1 — A: B1 Co + À Bo Co 
= = [B(A— C}+ Co(A—B)2— As(B— C}?], 


ce qui permet d'exprimer le déterminant fonctionnel au 
moyen de formes d’un degré moindre. 

Le produit de deux déterminants fonctionnels est donné 
par la formule 


2 (A0 B1 — Bs A1) (Co Di = D, Ci) 
—— AC (B—D)2+A,D,(B—C)2+BoCo(A —D)2—BoDo (A—C }?. 


On appelle forme hessienne de A, la quantité A, A, — A°, 
Le second composant de cette quantité et de A, est, si l’on 
suppose que À, détermine un covariant, d'ordre pr 


(CASA AS) AS CR AE ASIA 
> ———Aol2A1 5 (u—3) AA; — (pu 1)A2] — “mere 


pu 10 


où D, est formé d’ue manière analogue à &@,. 


Systèmes généraux de formes jusqu'à 7 = 4. 


29. Nous supposerons que nous n’ayons affaire qu’à une seule 
forme fondamentale de degré n£4, et nous déterminerons 
le système de formes qui lui correspond, c’est-à-dire les semi- 
invariants nécessaires et suffisants pour pouvoir exprimer 
tous les autres. Pour y parvenir, nous établirons le théorème 
suivant : 


St, dans un semi-invariant d’une forme a%, nous rempla- 
CONS TESPeCILPEEN Lin, rs os 2-0 An Par 0, dos 25... RAn—19 


nous obtenons un semi-invariant. 


Un semi-invariant w peut se mettre sous la forme 


u=A+B«o, 
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A ne contenant pas &. Nous poserons 
ou 
AU = Co mt 
1 0 da] BL) 


ou ou du 


AU—=I@ — + 3Q— +...+nAn_1 —; 
: Ds a “daz dan” 


et, comme À, —0o,ona 
OA 
OT AA im ao AB, 
d&; 


où a, n'entre pas dans AA ; cette équation se partage alors 
dans les deux suivantes : 


OA OA OA 
—— + AB —=o, 2 — + 3A— +...—= 0. 
Ja da 


Si dans À on met a, à la place de a;, 2a,à la place de a, etc., 
A se changera en A’ et l’on aura 
A' 0À’ OA’ 


A — +2 =—— +... E(n—1)ap 
1 


=: 0 
da 09 ni J 


formule qui montre que À’ est un semi-invariant de a%-!. Si 
g et y sont le degré et le poids de w, le degré g’ etle poids v’ 
de A’ seront 


o! — 0° y! ” 
OO! OÙ 

On passe facilement de A’ à À. Quand on connaît À, u n’est 
pas en général déterminé, B ne l’étant pas. Mais si l’on à 


UE Bio Us = Abu Non a 
U — Ua = (B1 — B2)@, 


B, — B, désignant un semi-invariant de degré g —1. 


30. Pour 7 — 2, on voit facilement que «&, et c, constitue le 
système général de formes et que a%c® est la forme la plus 
cénérale d’un semi-invariant. 

Si 2 — 35, nous allons voir que le système général de formes 
est 

&o;, Ca = A3 — A?, C3 = A$ A3 — 34142 + 24 
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et l’invariant 


LUS 
Ci + 4 CE 





= (4043 — 412) — (40 A1 — af)(a1a3— ai). 





On « les valeurs suivantes de A’ 
CRU TG Go 


Tous les A’ qui peuvent être formés à l’aide des semi- 
invariants de a? appartenant à «2, ils ont la forme az cŸ, mais 
ici « et 5 ne sont pas arbitraires, car pour uona 3gz2vet 
pour À’, par suite, 3g/22(v'+ 2’); d’où g'22v' ou «226. Ils 
peuvent tous s'exprimer comme produits des trois semi-inva- 
riants trouvés, excepté si &« — 26 +1. Ce cas ne peut pas se 
présenter, car & aurait la forme 
u = «a H$ + «B, 


d’où 
o = Au = a H8 + &A1B, 
où 
AB HP, 
ce qui est impossible (26). 

Si nous considérons un « arbitraire, nous pouvons en dé- 
duire l'A’ correspondant et l’exprimer sous forme entière à 
l’aide des trois A’ spéciaux, et si l’on remplace ces A’ par les 
semi-invariants H, c,, €,, on a « exprimé à l’aide de ces quan- 
tités à un terme près de la forme a,;u, qu'il faut calculer de la 
même manière, ce qui prouve que si le théorème est vrai 
pour le degré g — 1, il l’est pour le degré g'; il est donc dé- 
montré. 

Si z — 4, nous allons prouver que le système général de 


formes est 
. 2. 5) 9 
oo, Cas C3 = ll, — A li143 + 345, 
J = (dot2— 4?) + 2414243 — ai — aa 


o Ai a 





— | Ai a A3 |, 





| 2 3 


P. 22 
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cet ; désignant deux invariants. Les A’ sont 
ai; aÿ, C2, C3; 


et il faut prouver que tous les A’ peuvent s'exprimer sous 
forme entière à l’aide de ceux-ci. 

Nous trouvons, comme plus haut, g'2v'; si l’on exprime A’ 
en fonction des c et &; (14), a, ne peut entrer en dénomina- 
teur, car pour tout c le degré et le poids sont égaux : tout A’ 
doit donc se composer de termes de la forme 


a 8 <Y 
dijcCaCze 


Siæ=>1, a peut s'exprimer à l’aide-de afretta.tetmous 
avons seulement à examiner le cas-où A/— ac cY. Mais on 
peut voir que ce cas ne peut pas se présenter; en effet, on 
aurait 

u = &S + &B,. 


où S est un semi-invariant de a%; pour A’, on a g'—v'+1 


et pour u,29 —v+1, et pour B, 29:=— v,; c’est la condition 
pour que B soit un invariant, et nous voyons comme pour 
n —3 que l'équation est impossible. Donc tous les A’ peuvent 
s'exprimer à l’aide des 4 considérés plus haut; nous en con- 
cluons que le système de formes est composé de 


os C2, C3 


et des invariants £ et 7. 

Nous n’avons considéré que des semi-invariants de pre- 
mière espèce, mais ils peuvent servir à former tous les cova- 
riants. 


31. La signification des covariants et des invariants consiste 
en ceci : en les égalant à zéro, on obtient les propriétés des 
formes qui restent les mêmes quand elles subissent des sub- 
stitutions linéaires. Le discriminant exprime une semblable 
propriété et est un invariant; pour a, c’est la quantité H écrite 
plus haut. Nous allons chercher, comme exercice, la condi- 
tion pour que les points racines de a — o, ou les zéros de a#, 
forment une proportion harmonique ou une division harmo- 
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nique sur une droite, en les considérant comme des abscisses 
de points en ligne droite; cette propriété n’est pas altérée 
par une substitution linéaire, et nous pouvons supposer les 
abscisses de nos quatre points égales à 0, 1, © et — 1; alors 
l'équation a la forme 


4E1Eo (Et Ë59) = 0, où Gode RL, di 1, ASE To 


on trouve 7 —o, condition qui convient à toute équation du 
quatrième degré. 

Pour former le discriminant de af, nous observerons qu’il 
est du douzième degré par rapport aux racines de af — 0, &y 
est de degré g par rapport à ces racines; le discriminant est 
alors un invariant de poids 12 et, par suite, de la forme 
a+ 67?, « et 5 désignant des constantes dont le rapport est 
à déterminer (si nous faisons abstraction d’un facteur com- 
mun); nous considérerons, pour cela, une équation simple 
de diseriminant nul, par exemple 


ou 


Les covariants égaux à zéro fournissent des points qui sont 
liés aux points racines des formes fondamentales par des re- 
lations qui restent inaltérées par une substitution linéaire. 
Par exemple, les formes a? et b? ont pour semi-invariant 
do 0 — ba, et pour covariant correspondant 


(&o b; ce bo )x? Re (&o 03 — bot) To +(a: ba — bia>)x? ; 


les points racines de cette équation forment une division har- 
monique avec les points racines de chacune des formes a°, 
b2 (voir p. 164). 
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Formes quadratiques à plusieurs variables. 


32. La forme la plus générale d’une forme quadratique à 
n variables est, en supposant ay; = &yy, 


(1) PE AT? + 20901 Lo + oo XÈ +... + Ann Li = DATE]; 


elle sera transformée par une substitution linéaire générale 
si l’on fait 

| La = C1 Era Po Tor PT LR rs 

J'ai 1 ER Mae TT ar Jres 


(2) 





Tn—= An1Y1+ An92+... + Ann) n; 


où le déterminant de la substitution 2 Æ &,, 39 . .. nn n’est 
pas nul. Nous supposerons les a et les & réels. 

Nous avons vu plus haut (p.85) que f pouvait être ramené, 
et cela de plusieurs manières, à la forme 


(3) J= AY7?+A72+...+ApT2; 


es À étant réels et les y désignant des fonctions linéaires et 

homogènes des æ; nous supposerons ces fonctions linéaire- 
ment indépendantes les unes des autres; si cela n’avait pas 
lieu, on pourrait toujours remplacer un certain nombre des + 
par leurs valeurs en fonction des autres et effectuer de nou- 
veau la décomposition en carrés; en tout casp£n. 


33. St l’on ramène f de deux manières à la forme (3), dans 
les deux cas le nombre des termes sera le même. 
Supposons, en effet, que l’on ait identiquement 
A7? Aoy3 ++ Apy3 = BY? + BaY2 +...-+ Bo Ÿ, 


où qg > p. Les y étant linéairement indépendants, nous pou- 


VonS EXPrIMET Zi, To. LLC DAIONCLIONSMITIE Aire LOT 
Vas LU Ypret déS AULTES TEL Porter AIeUTEAleUT MANS ETS 
Y2, ..., Yy, qui deviendront des fonctions de y{, Ya, - -., Ypo 


Zp+15 ++ Tn. En différentiant la relation trouvée par rapport 
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À Æpy1, ON Obtiendrait une relation entre les Y qui serait 
linéaire, ce qui est contraire à nos hypothèses. Donc q —p. 


Dans tous les cas, il y aura un même nombre de coefjictents 
AetB positifs et négatifs. 


Supposons A,, À, ..., À, positifs, B;, B:, ..., By négatifs, 
et les autres A négatifs, les autres B positifs; si le théorème 
n'est pas vrai, nous pouvons supposer r + {<< p. Si l’on pose 


NA Yo er A VE te dE — O, 





on pourra de ces équations tirer un certain nombre des x en 
fonction des autres et porter leurs valeurs dans l’équation 


A7 SE A273 +. a — B, Y? —- B: Y3 PT 


Si tous les Y s’annulent, c’est qu'il existe entre eux des 
relations linéaires, ce qui est contraire à nos hypothèses; s'ils 
ne sont pas tous nuls, le second membre de l'équation pré- 
cédente sera positif, tandis que le premier sera négatif ou 
nul, ce qui est absurde. 


Substitutions orthogonales. 


34. 11 y a des substitutions linéaires qui changent l’expres- 
sion 
TI +Li +...+TÀ 
en 
II+IÈ +. HT; 
on leur donne le nom de substitutions orthogonales. Il est 
facile de voir qu’elles satisfont aux relations 


2 


2 2 ae 2 
) LA p Up ere tn p ul CDN RO SET) 


(4 
(5) xd + dodo +... + Ank Ant = 0 ARS REC ER CE ET 


En vertu de ces équations, si l’on multiplie la première 
équation (2) par &, la seconde par x, ... et si on les ajoute, 
on à 


(6) VR= Lx Li + Uk Te +... + AnkDn CHER) 
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et l’on reconnaît, en vertu de Yi +5 +...=2 Fa FR... 


que cette substitution est encore orthogonale. 

Pour n — 2 et nr —3, les substitutions orthogonales repré- 
sentent des transformations de coordonnées rectangulaires 
sans changement d’origine. 


35. Nous allons essayer de ramener f à la forme (3) au 
moyen d’une substitution orthogonale; nous supposerons le 
problème possible, quitte à le démontrer plus loin. 

La formule 


(7) f= AMI +AIY7i+. + ALT 


donne 





Ô dy 
en > Dire ie 


OX; 


Cette équation, étant identique, subsistera en remplaçant x,;, 
Las es Dh PAT Date NL VAUT ANNULADt Ie PAL 
cepté y, qu'elles rendent égal à un, et alors on aura 


A dir + dia ok +... + dinAnk = Arr (TN IR 0) 
Où 
(&1 = Ax)@1x + A9 2% +... + inZAnk = O, 
x 
(5) 21 Lx + (G22 — Ax)a2r +. + don Ank = O, 


d’où nous tirons, en éliminant les & et en remplaçant A; 
par s, 


dj1 —S &i2 13 SALÉE 
(9) o(s) — A1 Ti SONT AT TUE O: 
ra : se | 
Si l’on permute circulairement A,, A;, ..., A, et 7y:, 
Vas +. Yn l'équation (7) ne change pas; les coefficients de 


(2) se permutent circulairement, tandis que les æ et les a 
ne changent pas; dans (8) Az; est remplacé par A4:, tandis 


que les a en (9) ne changent pas. L’équation (9) a donc pour 
TACINCS AS NAS NERF PAT 


is 
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Toutes ces racines sont réelles. — En effet, les coefficients 
de l’équation (9) sont, par hypothèse, réels; s’il y a des ra- 
cines imaginaires, elles doivent être conjuguées deux à deux; 
soient A; et À, deux semblables racines; remplaçcons dans 
(8) A; par sa valeur, alors de ces équations et de (4) on 
pourra tirer Œix; Cox, . -., Anxs et Comme dans les équations 
qui déterminent A, il n'entre pas d’imaginaires, pour déter- 
miner œyys Car, ... Onts il Suffira de changer ten —:;il en 
résulte que &;;, et «;, Sont conjugués : leur produit est donc 
positif, ce qui est impossible en vertu de (5). 


36. Lorsque l’on remplace A}; par sa valeur dans (8) le dé- 
terminant de ces équations s’annule et l’une de ces équations 
devient une conséquence des autres, et si nous désignons par 
Aix; Aok . -., Anx les mineurs relatifs à la première ligne, 
nous avons 


CAVE A9}; X ne I 


ne — ne Ep , 


A1 Àok Ank VA? me A3x+ et A2, 








où le dernier rapport est déterminé par (4). Les & ont donc 
des valeurs bien déterminées quand tous les À ne sont pas 
nuls; si tel était le cas, on pourrait faire usage d’une autre 
ligne. Enfin, si tous les mineurs étaient nuls, deux des équa- 
tions (8) rentreraient dans les autres, une des quantités «& 
pourrait être choisie arbitrairement (moindre que 1); dans 
ce cas on à w'(s) — 0, et deux valeurs de s sont égales, car 
00 09 


D'(s) —— - 1 — 
è ( ) d(&1—5$) 





0( 32 —S$) 


et tous les termes du second membre sont nuls, car les déri- 
É do ‘ : . 
vées PPT sont des mineurs du déterminant o(s). On ver- 
À de Ma 
rait de même que si deux des quantités « peuvent être choi- 
sies arbitrairement o"(s) —o et ainsi de suite. 
Nous allons montrer maintenant que la substitution consi- 


dérée est orthogonale et que l’équation (3) est satisfaite. En 
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effet, si Az; et À, sont des racines distinctes, on à 


di dik + dk +... + dinAnk —= AxGik, 


ji 1/7 = ja 2] Se . ce in An == LV Qi]. 


Si l’on multiplie la première équation par &;/. la seconde par 
a;4 et si l’on retranche, on a 


andre — Quiair) + Gis(don ai — doi)... = (Ar—À;)a;xa; 


si l'on fait 11, 2, n ets l'ontajoute toutes Les éque 
tions ainsi obtenues, on remarque que, en vertu de Ja rela- 
tion Grp pro VOUS MISERERE SC premier membre se dé- 
truisent et l’on a 


(Az — A) (tk @11 + aka. + AnkAnt) — O, 


de sorte que les équations (5) sont satisfaites, ainsi que les 
équations (4) qui ont été introduites pour achever de déter- 
miner les «. 

De ces équations il résulte que tous les termes de la forme 
Bym Y1Ym» Où L'et m sont différents, s’évanouissent, en sorte 
que l’on a bien la relation (3). 


Invariants. 


37. Une substitution linéaire transforme Ya;;æ;x; en une 
autre 2b;;y;y;, avec d’autres coefficients. Toute fonction 
des coefficients qui, après la substitution, se trouve seule- 
ment multipliée par une puissance du déterminant de la sub- 
stitution est ce que l’on appelle un irvartant. 

Quand on multiplie le déterminant de la substitution 


A 
D = Z 2j ae Non 


par lui-même on obtient un nouveau déterminant dont l’élé- 
ment général est 


Chi Uk 17 + ok A7, .. .; AnkAnl. 


Si la substitution est orthogonale tous ces éléments sont 
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nuls, sauf ceux de la diagonale principale qui sont égaux à 1; 
le déterminant D est donc dans ce cas égal à Æ 1. 

Dans le cas général les valeurs des coefficients de la trans- 
formée sont données par la formule 


bij= arr. 
Si l’on multiplie le déterminant 
A Elise nn 


deux fois par D, on obtient le déterminant A où les a sont 

remplacés par des b; mais si l’on multiplie À par D? le terme 

cénéral sera | 
diilji + discCjs +... + dinCjn: 


ce qui montre qu'après le changement des a en b, À est mul- 
tiplié par D?. À est donc un invariant; on lui donne le nom 
de discriminant de f. 

o(s) devient égal à À quand on fait s — 0. Donc À — o est la 
condition pour que f se décompose en nr —1 carrés: c’est là 
une propriété qui ne se trouve pas altérée, comme on l’a vu, 
par une substitution linéaire. 

Lorsque l’on effectue une substitution orthogonale, les 
coefficients de o (s) ne sont pas altérés; pour le voir il suffit 
de considérer l’expression 


f—s(xi + xi +...+x2). 


dont le discriminant est o(s), quel que soit s, ce qui exige 
que tous les coefficients de o(s) restent les mêmes après la 
substitution orthogonale. 


h 10 FR 


L RTE 


eu LES we: 4 
tome ne 


ir 


FLE ar 18 
14 





(4) Drp(T) = 





NOTE. 
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1. De l'équation 
(1) Alert 0; 
nous écartons par la division tous les facteurs qui se trouvent 
dans des expressions de la même forme et de degré moindre. 
Nous obtiendrons alors une équation 
(2) Da(x) 0 


dont les racines sont 


2kT RE 
COS —— —+zsin 
n 





? 


où # a toutes les valeurs moindres que » et premières à 2, en 
nombre o(n). Ces racines sont les racines primitives de 
l'équation (1). 

On peut former les polynomes ow,(x), successivement, en 
s’appuyant sur le théorème suivant, qu’on démontre facile- 
ment en ayant égard aux arguments des racines : 


St p est un nombre premier qui divise n, on a 
(3) Onp(æ&) = Pn(xP), 


mais, stp ne divise pas n, 


Pa(xP), 


Pa(x) 
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On trouve, par exemple, 


DIT) =T +, PT) = rx T;, DUT) = LT, 
DIEU AP USENET LEE NTI ETES 


ee De 6 sue 0,9) poto este) so tp es fe tv el 0; eo suenn te es eme 


Les coefficients sont — 1, 0, +1 jusqu’à 2 —10ù, où l’on 
trouve un coefficient — 2. Les équations sont réciproques. 
On a 
Pp(1) = p, 
et, par l'équation (3), 
@pa(1) a 


dans tous les autres cas, l'équation (4) montre qu’on a 


On(1) =1. 


2, Si & est une racine quelconque de l’équation (2), toutes 
les racines sont exprimées par æ*, où Æ est premier avec 7. 
Si l’on élève toutes les racines à la puissance k, on obtient les 
mêmes racines dans un autre ordre, et l'équation w,(x) =0 
reste inaltérée. 


SE o,(æx) —o est réductible, elle se partagera en équa- 
tions trréductibles de même degré. 


Soient 
W,(æ) = 0, W,(x) = 0 


deux des équations, & une racine de la première, «* une ra- 
cine de la seconde. Si l’on élève toutes les racines de (x) —0o 
à la puissance k, on obtient une équation de même degré qui 
a une racine commune avec l'équation irréductible W,(æ) —0; 
donc elle a toutes les racines de W,(æx) — 0; donc W,(x) est 
au moins du même degré que W,(æx). 

De Ia même manière, on voit que Ÿ,(zx) est au moins de 
même degré que W,(x); donc les W(zx) sont du même degré. 


3. Cependant on peut prouver que w,(x) —0o est irréduc- 
tible. Ce théorème a été démontré pour la première fois par’4 
\ 
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Gauss pour le cas où 2 — p. Plus tard Eisenstein, Kronecker, 
Dedekind, etc. ont donné des démonstrations, dont la plus 
simple, due à Eisenstein, est donnée p. 110. Nous donnerons 
ici une démonstration nouvelle pour x — p*. 

Comme ok«(1) —p, on doit avoir, abstraction faite du 
SIEnCI(2), 








PQ) =pP; P()=W(G)...=7, 
et alors 
RENE © MENT — af) 
DOORNEECT) TAC 
OÙ %, %, ... désignent les racines de (x) — 0; ici la fonc- 


tion est une fonction entière et symétrique des racines de 
Y,(x) = 0 et pour cette raison est égale à un nombre entier, 
les coefficients de W,(æ) étant des nombres entiers, le pre- 
mier égal à 1. L’équation ne peut donc être réductible. 

La démonstration du cas général a coûté bien du temps et 
de grands efforts, et les démonstrations que l’on en a don- 
nées sont très compliquées. La plus simple est due à Arndt. 

Nous exposerons ici une démonstration nouvelle que l’au- 
teur a trouvée trop tard pour l’insérer à sa place dans ce 
Traité. Elle est fondée sur un théorème connu de Gauss, à 
SaVOIr : 


Si f(x) = 0 est une équation à coefficients entiers et sil’on 
forme l’équation o (x) — o, dont les racines sont les puissances 
pième des racines de f(x) —=o (p désignant un nombre pre- 
mier), le polynome 


f(x) —o(x) 
aura tous ses coefficients divisibles par p. 
Nous allons maintenant donner notre démonstration. 
Soit 
On(x) hr) MR (RIT 


les racines de W',(x) = o sont les Æièves buissances des racines 
de W,(x)—o. Soit m >n un nombre plus grand que tout 
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nombre qui divise tous les coefficients d’un polynome 


Pix) — Wi(x). 
Soit 
t=An+k, 
où À est le produit de tous les nombres premiers jusqu'à m, 


excepté ceux qui divisent #. Comme x"=— 1, en élevant toutes 
les racines de Ÿ,(æ) — o à la puissance £ on obtient 


Ws(x) = 0: 
Soit 
= PET eS .. 
où les P sont des nombres premiers; ils sont tous plus grands 
que m; en élevant les racines de W', aux puissances P;, P:, 
P;, ..., on ne peut pas dans tous les cas retrouver W,, parce 
que le produit & change WW, en W,. Alors au moins un des 
nombres, par exemple P,, changera W,, en un autre Y, par 


exemple Ÿ,. Alors 
Vi(x)—Wa(x) 


serait divisible par P,, ce qui est impossible, puisque P, > m. 


FIN. 
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